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Note vii

Note

Il presente sritto è ostituito dagli appunti raolti durante il orso di Fisia Teoria tenuto dal

prof. Frano Buella nell'Anno Aademio 1992-93 presso la Faoltà di Fisia dell'Università

di Napoli �Federio II�.

Questo orso rihiede una forte preparazione di base in meania quantistia e in matemati-

a superiore ed una notevole apaità di astrazione. È inentrato su diversi aspetti superiori della

meania quantistia, in partiolare si studiano in maniera approfondita diversi aspetti dei momen-

ti angolari (tensori irriduibili) e dell'osillatore armonio tridimensionale, entrambi orredati da

diverse appliazioni pratihe, della di�usione da un potenziale entrale, della formulazione ovarian-

te della meania quantistia e dell'elettromagnetismo. Per terminare, si tratterà l'elettrodinamia

quantistia (QED) passando per la quantizzazione del ampo elettromagnetio e del ampo fermioni-

o. Per quest'ultima parte devo ringraziare il Dr. Salvatore Esposito he mi ha messo a disposizione

i suoi appunti presi a suo tempo al orso.

Queste note devono naturalmente essere onsiderate piuttosto ome una traia per lo studio he

una trattazione esaustiva dell'argomento.

Questo lavoro è distribuito liberamente nella speranza he possa essere utile nella preparazione

degli esami, on la sola ondizione he si iti il nome dell'autore e la fonte.
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Convenzioni Tipogra�he ix

Convenzioni Tipografihe

Nella tabella seguente sono riportate le onvenzioni tipogra�he utilizzate nel testo. Si è erato

�n dove possibile di evitare ambiguità laddove tradizionalmente si utilizzano gli stessi simboli per

diverse quantità �sihe (ad esempio la �phi� utilizzata sia per le funzioni d'onda he per il potenziale

he per la variabile angolare).

Simbolo utilizzato Quantità �sia

ψ, ϕ, Ψ, Φ Funzione d'onda

φ Fattore di fase (funzioni d'onda)

θ, φ Variabili Angolari

Ω Angolo Solido

H Hamiltoniana

E Autovalore dell'Energia

E, ε Energia

E Campo elettrio

H Campo magnetio

φ Potenziale Elettrostatio

Φ, V Potenziale generio

̺ Densità

µ Momento magnetio

Ô Operatore(

∗
)

Ψ̂ Operatore (eezionalmente, per gli operatori di ampo bosonio e fermionio)

~v Vettore(

∗∗
)

∫

	
Integrale esteso ad una sfera

∫

V integrale esteso ad un volume

(

∗
)Il simbolo di operatore ˆ è generalmente omesso per non appesantire inutilmente la notazione,

è utilizzato per rimuovere ambiguità o quando essenziale ai �ni della omprensione.

(

∗∗
)Il simbolo ~ è sempre utilizzato dove oorre.
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Capitolo 1

Il Momento Angolare e lo Spin

1.1 Rihiami. Operatori Gradino

Il prinipio di indeterminazione permette di riavare:

[x, px] = i~

dove il limite lassio si ottiene per ~ → 0. Più in generale si veri�a:

[rh, pk] = i~δhk

e riordando he

~L = ~r × ~p, si trova:
Lp = ǫpstrspt

da questa proprietà segue:

[Lp, Lq] = iǫpqr~Lr

Questo signi�a he non si possono misurare ontemporaneamente le tre omponenti di

~L. L'unio
aso in ui questo è possibile è on Lz = 0, il he implia Lx = Ly = 0. Si veri�a anora:

[
L2, Li

]
= 0

e quindi L2
e Li possono essere diagonalizzati ontemporaneamente. Per ragioni storihe si seglie

generalmente Li = Lz. Consideriamo ora lo stato:

Lz|l,m〉 = ~m|l,m〉

e onsideriamo gli operatori Lx ± iLy (operatori gradino). Essi veri�ano:

Lz (Lx ± iLy) |l,m〉 = ~(m± 1) (Lx ± iLy) |l,m〉

infatti:

[Lz, Lx + iLy] = ~Ly + i~Lx = ~ (Lx + iLy)

ed essendo un'uguaglianza fra operatori, essa deve valere per uno stato generio:

[Lz (Lx + iLy)− (Lx + iLy)Lz] |l,m〉 = ~ (Lx + iLy) |l,m〉
[Lz (Lx + iLy)− (Lx + iLy)m~] |l,m〉 = ~ (Lx + iLy) |l,m〉

Lz [Lz (Lx + iLy) |l,m〉] = ~(m+ 1) [Lz (Lx + iLy) |l,m〉]

e ioé appliando l'operatore (Lx + iLy) l'autovalore di Lz ambia di una unità ~, ma non ambia

quelli di L2
.(

1

) Questo disorso vale hiaramente �nhé (Lx + iLy) dà valori diversi da zero: esiste

quindi un valore massimo mmax per ui vale:

(Lx + iLy) |l,mmax〉 = 0

1

Da qui il nome di operatori gradino.
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2 Il Momento Angolare e lo Spin

ma questo implia he la norma debba essere uguale a zero:

〈l,mmax| (Lx − iLy) (Lx + iLy) |l,mmax〉 = 0

Aggiungendo e sottraendo poi L2
z:(

2

)

〈l,mmax|
(
L2
x + L2

y + L2
z − L2

z − ~Lz
)
|l,mmax〉 = 0 (1.1)

Ora, |l,mmax〉 è autofunzione di L2
:

L2|l,mmax〉 = ~mmax (mmax + 1) |l,mmax〉

infatti la (1.1) si può risrivere nella forma:

〈l,mmax|L2 − ~
2m2

max − ~
2mmax|l,mmax〉 = 0

da ui si evine he deve risultare L2 ≥ ~Lz+L
2
z, perhé la norma è de�nita positiva. Non è possibile

pertanto avere un valore m = mmax − 1/2, in quanto l'operatore gradino appliato su questo stato

darebbe m = mmax + 1/2, ioé una norma negativa. Deve allora essere:

m = mmax − n n ∈ N

In maniera del tutto analoga si trova mmin da (Lx − iLy): m = mmin − n n ∈ N. Ne onsegue

allora:

mmax −mmin = n ∈ N

Ragioni di simmetria (ioé relative all'inversione di oordinate) fornisono ulteriormente mmax =
−mmin. Ma allora risulta:

2mmax = n ∈ N ⇒ mmax è semintero

dove semintero deve essere inteso in senso del tutto generale. Si tratta di una estensione della regola

he voleva m intero, he derivava dalla rihiesta di monodromia delle funzioni eimϕ delle Y ml (θ, ϕ)
autofunzioni di L2

e Lz.
Si onsideri ora l'uguaglianza:

(Lx + iLy) |l,m〉 = Clm|l,m+ 1〉

e rierhiamo il oe�iente Clm:

|Clm|2 = |〈l,m| (Lx − iLy) (Lx + iLy) |l,m〉|

Chiamiamo ora l = mmax, l'autovalore di L
2
diventa allora:

L2|l,m〉 = ~
2l(l+ 1)|l,m〉

Con aloli analoghi si giunge alla

〈l,m| (Lx − iLy) = Clm〈l,m+ 1|

he moltipliata per la preedente i permette di ottenere:

|Clm|2〈l,m+ 1 | l,m+ 1〉 = 〈l,m| (Lx − iLy) (Lx + iLy) |l,m〉 ⇒
|Clm|2 = 〈l,m| (Lx − iLy) (Lx + iLy) |l,m〉

Dalla equazione (1.1) sappiamo poi he:

〈l,m| (Lx − iLy) (Lx + iLy) |l,m〉 =
= 〈l,m|

(
L2
x + L2

y + L2
z − L2

z − ~Lz
)
|l,m〉 =

= 〈l,m|
(
L2
x + L2

y + L2
z − L2

z − ~Lz
)
|l,m〉 =

=
[
~
2l(l + 1)− ~

2m(m+ 1)
]
〈l,m | l,m〉

2

Il termine ~Lz deriva dal fatto he: (Lx − iLy) (Lx + iLy) = L2
x + L2

y − iLyLx + iLxLy = L2
x + L2

y + i [Lx, Ly ]
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1.2 Composizione dei Momenti Angolari 3

Per ui risulta |Clm|2 = ~
2 [l(l + 1)−m(m+ 1)], ovvero:

Clm = ~

√

(l −m)(l +m+ 1)

In modo analogo si trova per (Lx − iLy) he Clm = ~
√

(l +m)(l −m+ 1). Del tutto in generale

quindi risulta:

(Lx ± iLy) |l,m〉 = ~

√

(l ∓m)(l ±m+ 1) |l,m± 1〉 (1.2)

1.2 Composizione dei Momenti Angolari. Coe�ienti di Clebsh-

Gordan

Consideriamo ora la somma di due momenti angolari. Nelle ipotesi:

[L1a, L1b] = iǫabc~L1c

[Lza, Lzb] = iǫabc~Lzc

[L1a, L2b] = 0

allora

~L = ~L1+ ~L2 è anora un momento angolare. Infatti, tenendo presente he le omponenti miste

danno 0 nel ommutatore:

[La, Lb] = [L1a + L1b, L1b + L2b] = iǫabc~ (L1c + L2c) = iǫabc~Lc

Si può dimostrare similmente he per la di�erenza vale:

~L = ~L1 − ~L2 [La, Lb] = iǫabc~ (L1c + L2c)

e dunque la di�erenza di due momenti angolari non è un momento angolare.

Si onsiderino ora gli stati del momento angolare totale de�niti dai prodotti tensoriali

3 |l1,m1〉⊗
|l2,m2〉 e rierhiamone le ombinazioni he risultino ontemporaneamente autostati di L2

e di Lz.
Riordando he L1z e L2z agisono solo nei rispettivi sottospazi:

(L1z + L2z) |l1,m1〉|l2,m2〉 = i~(m1 +m2)|l1,m1〉|l2,m2〉

Per L2
il disorso risulta invee più omplesso. Supponiamo ome esempio he l1 = 1 e l2 = 1/2; in

questo aso allora le ombinazioni he possono presentarsi sono rappresentate nello shema seguente:

m2

m1

−1/2 1/2 3/2

−1 0 1

−3/2 −1/2 1/2

si onsideri quindi lo stato m = 3/2: esso si può ottenere solo on m1 = 1 e m2 = 1/2, pertanto:

|l = 3

2
,m =

3

2
〉 = |l1 = 1,m1 = 1〉|l2 =

1

2
,m2 =

1

2
〉

3

Nel seguito per alleggerire la notazione spesso si ometterà di indiare espliitamente il prodotto tensoriale quando

sarà evidente dal ontesto.
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4 Il Momento Angolare e lo Spin

nel seguito per indiare più brevemente stati di questo tipo si utilizzerà la notazione |3/2, 3/2〉 =
|1, 1〉|1/2, 1/2〉. Tramite appliazione dell'operatore gradino L− = L1− + L2− si riavano i seguenti

vettori:

L−|3/2, 3/2〉 = (L1− + L2−) |1, 1〉|1/2, 1/2〉

appliando la formula (1.2) al primo membro dell'equazione si riava:

L−|3/2, 3/2〉 = ~

√
(
3

2
+

3

2

)(
3

2
− 3

2
+ 1

)

|3/2, 1/2〉 ≡ ~
√
3 |3/2, 1/2〉

mentre appliandola al seondo membro si ottiene:

(L1− + L2−) |1, 1〉|1/2, 1/2〉 = ~
√
2 |1, 0〉|1/2, 1/2〉+ ~|1, 1〉|1/2,−1/2〉

riomponendo le due espressioni trovate nell'equazione di partenza:

~
√
3 |3/2, 1/2〉 = ~

√
2 |1, 0〉|1/2, 1/2〉+ ~|1, 1〉|1/2,−1/2〉 ⇒

|3/2, 1/2〉 =
√

2

3
|1, 0〉|1/2, 1/2〉+ 1√

3
|1, 1〉|1/2,−1/2〉

In modo perfettamente analogo, ioé tramite l'appliazione iterata degli operatori gradino, è

possibile riavare tutti gli altri vettori. Si trova he nel aso generale vale la relazione:

|l,m〉 =
∑

l1+l2=l
m1+m2=m

Cl1 l2 lm1 m2 m|l1,m1〉|l2,m2〉

dove i Cl1 l2 lm1 m2 m sono i osiddetti oe�ienti di Clebsh-Gordan. Essi rappresentano una matrie

ortogonale e sono dunque invertibili:

|l1,m1〉|l2,m2〉 =
∑

l,m

Cl1 l2 lm1 m2 m|l,m〉

Questi oe�ienti godono delle proprietà:

Cl1 l2 lm1 m2 m =(−1)l1+l2−lCl2 l1 lm2 m1 m

Cl1 l2 lm1 m2 m =(−1)l1+l2−lCl2 l1 l−m1 −m2 −m

dall'ultima proprietà disende he se m1 = m2 = 0 e (l1 + l2 − l) è dispari, allora risulta C = 0.

Introduiamo ora per omodità la notazione:

||l,m〉 nella base l1, l2, l,m

|m1,m2〉 nella base l1, l2,m1,m2

e onsideriamo il aso in ui l1 = 1, l2 = 1. Allora m = 2 può essere ombinazione solo di |1, 1〉,
m = 1 può essere ombinazione solo di |0, 1〉 e |1, 0〉, in�ne m = 0 può essere ombinazione solo di

|1,−1〉, |0, 0〉 e |−1, 1〉. Considerando le proprietà di simmetria del sistema (ovvero: di simmetria dei

oe�ienti di Clebsh-Gordan) si riava:

||2,±2〉 = |±1,±1〉
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1.3 Operatori Tensoriali Irriduibili 5

In modo analogo al preedente, sfruttando sia le proprietà dei oe�ienti sia l'ortogonalità degli

stati m = 0 on gli altri:

||2,±1〉 = 1√
2
(|±1, 0〉+ |0,±1〉)

||1,±1〉 = ± 1√
2
(|±1, 0〉 − |0,±1〉)

||1, 0〉 = 1√
2
(|1,−1〉 − |−1, 1〉)

||2, 0〉 = 1√
6
(|1, 1〉+ |−1, 1〉+ 2 |0, 0〉)

||0, 0〉 = 1√
3
(|1,−1〉+ |−1, 1〉 − |0, 0〉)

1.3 Operatori Tensoriali Irriduibili

Introduiamo ora il onetto di operatore tensoriale irriduibile. È noto he:

Lz|l,m〉 = ~m|l,m〉
L2|l,m〉 = ~l(l + 1)|l,m〉
L±|l,m〉 = ~

√

(l ∓m)(l ±m+ 1)|l,m± 1〉

Ora, l'insieme dei 2p + 1 operatori tensoriali T
(p)
q , on −p ≤ q ≤ p, si diono irriduibili se

soddisfano le relazioni:

[

Lz, T
(p)
q

]

= ~qT (p)
q (1.3a)

[

L±, T
(p)
q

]

= ~

√

(p∓ q)(p± q + 1)T
(p)
q±1 (1.3b)

ioé in sostanza se q e p hanno i ruoli analoghi rispettivamente di m e di l. In pratia un operatore

irriduibile soddisfa la relazione:

LzT
(p)
q |0, 0〉 = ~qT (p)

q |0, 0〉
L2T (p)

q |0, 0〉 = ~p(p+ 1)T (p)
q |0, 0〉

(1.4)

in altri termini, si può dire he un operatore irriduibile T
(l)
m trasforma |0, 0〉 in |l,m〉

L'esempio più semplie è ostituito evidentemente dal momento angolare stesso, dove:

T
(1)
1 = − 1√

2
(Lx + iLy) ; T

(1)
0 = Lz ; T

(1)
−1 =

1√
2
(Lx − iLy)

e più in generale, dati i tre operatori x̂,ŷ e ẑ, la ombinazione − x̂+iŷ√
2
, ẑ, x̂−iŷ√

2
ostituisono le

omponenti di un tensore T
(1)
1,0,−1 rispettivamente. Il alolo del ommutatore fornise infatti:

[

Lz,−
x̂+ iŷ√

2

]

=

[

x̂p̂y − ŷp̂x,−
x̂+ iŷ√

2

]

= −
(
x̂√
2
+

iŷ√
2

)

~ =

= ~

(

− x̂+ iŷ√
2

)

[

L−,−
x̂+ iŷ√

2

]

=

[

lx − iLy,−
x̂+ iŷ√

2

]

=

[

ŷp̂z − ẑp̂y − iẑp̂x − ix̂p̂z,−
x̂+ iŷ√

2

]

=

= ~

(
ẑ√
2
+

ẑ√
2

)

= ~
√
2ẑ
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6 Il Momento Angolare e lo Spin

infatti

√

(l +m)(l +m+ 1) =
√

(1 + 1)(1) =
√
2. Si è tenuto onto nei passaggi di sopra del fatto

he ŷp̂z e x̂p̂z non ontribuisono al valore del ommutatore, in quanto questi termini ommutano

ompletamente on (x̂+ iŷ).

Il termine x2 + y2 + z2 (ioè r2) fornise anh'esso un tensore irriduibile T
(0)
0 e vale

[
~r, L2

]
= 0,

visto he L2
agise solo sulle variabili θ e ϕ. Le ombinazioni x2, y2, z2, xy, yz, xz fornisono un

tensore T
(2)
2 . In genere vale:

T
(l′′)
m′′ =

∑

l,l′

l+l′=l′′

Cl l
′ l′′

mm′ m′′T (l)
m T

(l′)
m′

dove i Cl l
′ l′′

mm′ m′′ sono esattamente i oe�ienti di Clebsh-Gordan e l′′ è legato dalla stessa relazione:

l′′ = l + l′

m′′ = m+m′

1.4 Teorema di Wigner-Ekart

Diamo ora l'importante Teorema di Wigner-Ekart. Questo teorema è importante perhé permette

di sempli�are il alolo degli elementi di matrie nel aso di tensori irriduibili.

Sia a questo �ne T
(p)
q un insieme di tensori irriduibili e si onsideri l'elemento di matrie:

〈τ ′, l′,m′|T (p)
q |τ, l,m〉

dove τ rappresenta tutti i numeri quantii (altri he l em) neessari a spei�are lo stato del sistema.

Esistono quindi (2l′ +1)(2p+1)(2l+1) elementi di matrie. Il Teorema di Wigner-Ekart stabilise

allora he vale la relazione:

〈τ ′, l′,m′|T (p)
q |τ, l,m〉 = Cl p l

′

m q m′f
(
τ ′, l′, T (p), τ, l

)

dove f
(
τ ′, l′, T (p), τ, l

)
è una funzione dipendente dai numeri quantii indiati, ma ostante una

volta �ssati questi.

In altre parole, il teorema a�erma he l'elemento di matrie di T
(p)
q è dato dal oe�iente di

Clebsh-Gordan di omposizione dei momenti angolari l e p la ui terza omponente è rispettivamente

m e q moltipliato per l'elemento di matrie ridotto non dipendente da m e m′

Dimostriamo ora questa a�ermazione.

Consideriamo preliminarmente T
(0)
0 . In questo aso:

〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 = Cl 0 l

′

m 0m′f
(
τ ′, l′, T (0), τ, l

)

e quindi la ondizione a�nhé l'elemento di matrie sia diverso da zero è he risulti l = l′ e m = m′
,

ovvero:

〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 = δl l′δmm′f

(
τ ′, l′, T (0), τ, l

)

Dimostriamo questa relazione. Dalla de�nizione di tensore irriduibile (1.3a) si sa he vale la rela-

zione:

〈τ ′, l′,m′|
[

Lz, T
(0)
0

]

|τ, l,m〉 = 0 · 〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 ≡ 0

Allo stesso tempo vale [Lz, T
(0)
0 ] = LzT

(0)
0 − T

(0)
0 Lz, he appliato espliitamente fornise:

〈τ ′, l′,m′|LzT (0)
0 − T

(0)
0 Lz|τ, l,m〉 =

= ~m′〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 − ~m〈τ ′, l′,m′|T (0)

0 |τ, l,m〉 =
= ~(m′ −m)〈τ ′, l′,m′|T (0)

0 |τ, l,m〉 = 0

Il he fornise m′ = m oppure 〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 = 0.
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1.4 Teorema di Wigner-Ekart 7

L'analogo alolo per l'operatore L2
fornise l′ = l. Infatti, dalla (1.3b):

〈τ ′, l′,m′|
[

L2, T
(0)
0

]

|τ, l,m〉 = 0 · 〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 ≡ 0

ma anora [L2, T
(0)
0 ] = L2T

(0)
0 − T

(0)
0 L2

, per ui:

〈τ ′, l′,m′|L2T
(0)
0 − T

(0)
0 L2|τ, l,m〉 =

= ~l′(l′ + 1)〈τ ′, l′,m′|T (0)
0 |τ, l,m〉 − ~l(l + 1)〈τ ′, l′,m′|T (0)

0 |τ, l,m〉 =
= ~[l′(l′ + 1)− l(l+ 1)]〈τ ′, l′,m′|T (0)

0 |τ, l,m〉 = 0

il he implia l′(l′+1) = l(l+1). Questa ondizione può essere teoriamente soddisfatta in due modi:

l′ = l o

{

l = l′ + 1

l′ = l + 1

he in pratia onduono entrambi a l = l′. Quindi, nel aso l'insieme di tensori irriduibili si ridua

ad uno salare (ioé quando p = 0), si ritrovano le note regole di selezione l = l′ e m = m′
.

Consideriamo ora il aso generale.

Anora la de�nizione (1.3a) di operatore tensoriale irriduibile permette di srivere:

[Lz, T
(l)
m ] = ~mT (l)

m

si onsideri allora l'elemento he deriva direttamente dalla de�nizione:

〈τ ′, l′,m′|LzT (p)
q − T (p)

q Lz|τ, l,m〉 = ~q〈τ ′, l′,m′|T (p)
q |τ, l,m〉

ma valendo anhe:

〈τ ′, l′,m′|LzT (p)
q − T (p)

q Lz|τ, l,m〉 = ~(m′ −m)〈τ ′, l′,m′|T (p)
q |τ, l,m〉

ne onsegue:

~(m′ −m− q)〈τ ′, l′,m′|T (p)
q |τ, l,m〉 = 0

dalla quale segue he gli unii elementi di matrie non nulli sono quelli per ui risulta m′ = m+q.(4)
Si noti ora he la ombinazione lineare:

∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉 (1.5)

è autofunzione di L2
e Lz on autovalori rispettivamente l′′ e m′′

. Infatti:

Lz
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉 =

∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′LzT
(p)
q |τ, l,m〉 =

=
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′

([

Lz, T
(p)
q

]

+ T (p)
q Lz

)

|τ, l,m〉 =

=
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′

(

~qT (p)
q + T (p)

q Lz

)

|τ, l,m〉 =

=
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′~(q +m)T (p)
q |τ, l,m〉 =

= ~m′′
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉

4

Se si vuole, questo risultato è in un erto senso intuitivo. Infatti ome notato, le (1.4) signi�ano he l'operatore

irriduibile T
(p)
q appliato a |0, 0〉 �genera� |p, q〉, pertanto T (p)

q |l,m〉 �genera� |l + p,m + q〉 e l'elemento di matrie

per essere non nullo deve soddisfare m′ = m+ q.

Valeriano Barassi - 2009/2024



8 Il Momento Angolare e lo Spin

La dimostrazione per L2
è ben più omplessa. A tal �ne riaviamo preliminarmente una relazione

he sarà utile nel proseguo della dimostrazione. Si onsideri la relazione:

L+|τ, l,m〉 = ~

√

(l −m)(l +m+ 1) ||l,m+ 1〉 =
= ~

√

(l −m)(l +m+ 1)
∑

m1+m2=m

Cl1 l2 lm1 m2 m|m1,m2〉

e quest'altra:

(L1+ + L2+)
∑

m1+m2=m

Cl1 l2 lm1 m2 m|m1,m2〉 =

=
∑

m1+m2=m

~Cl1 l2 lm1 m2 m

(√

(l1 −m1)(l1 +m1 + 1) |m1 + 1,m2〉+

+
√

(l2 −m2)(l2 +m2 + 1) |m1,m2 + 1〉
)

Le due relazioni sono evidentemente equivalenti. Poihé, nella seonda relazione, m1 è indie muto

nella prima sommatoria a seondo membro e m2 nella seonda, si può mandare nei due termini

rispettivamente m1 → m1 − 1 e m2 → m2 − 1, riavando:

∑

m1+m2=m

~Cl1 l2 lm1−1m2 m

√

(l1 −m1 + 1)(l1 +m1) |m1,m2〉+

+
∑

m1+m2=m

~Cl1 l2 lm1 m2−1m

√

(l2 −m2 + 1)(l2 +m2) |m1,m2〉 =

=
∑

m1+m2=m

~Cl1 l2 lm1 m2 m+1

√

(l −m)(l +m+ 1) |m1,m2〉

per ui uguagliando i oe�ienti:

√

(l −m)(l +m+ 1)Cl1 l2 lm1 m2 m+1 =
√

(l1 −m1 + 1)(l1 +m1)C
l1 l2 l
m1−1m2 m

+

+
√

(l2 −m2 + 1)(l2 +m2)C
l1 l2 l
m1 m2−1m (1.6)

Notando ora he l'operatore L− agise in maniera analoga sulla ombinazione

∑
Cl p l

′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉

e he vale la relazione:

L2 = L2
z +

1

2
(L+L− − L−L+)

si trova:

L2
( ∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉

)

=

= ~
2

{

m′′2 +
1

2
[l′′(l′′ + 1)−m′′(m′′ + 1) + l′′(l′′ + 1) +m′′(m′′ + 1)]

}

×

×
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉

ioé riduendo:

L2
( ∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉

)

= ~
2l′′(l′′ + 1)

∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉
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1.5 Relazione fra i Tensori Irriduibili e le Armonihe Sferihe 9

dunque la (1.5) è e�ettivamente autostato di L2
e Lz on autovalori l′′ e m′′

. Ma questo signi�a

he la ombinazione va in una ombinazione lineare generia di |τ ′′, l′′,m′′〉, ioé:
∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉 = g(T (p), τ ′′, l, l′′)|τ ′′, l′′,m′′〉

Moltipliando per Cl p l
′′

m′ q′ m′′ :

Cl p l
′′

m′ q′ m′′

∑

l+p=l′′

m+q=m′′

Cl p l
′′

m q m′′T
(p)
q |τ, l,m〉 = Cl p l

′′

m′ q′ m′′g(T
(p), τ ′′, l, l′′)|τ ′′, l′′,m′′〉

e sommando su l′′ e m′′
e tenendo presente l'ortogonalità dei oe�ienti,

5

si riava he restano solo

i termini in l = l′ e m = m′
:

T
(p)
q′ |τ, l,m′〉 =

∑

l′′,m′′

g(T (p), τ ′′, l′′)|τ ′′, l′′,m′′〉Cl p l
′′

m q′ m′′

he deve essere valida per q e m arbitrario:

T (p)
q |τ, l,m〉 =

∑

l′′

g(T (p), τ ′′, l)|τ ′′, l′′,m′′〉Cl p l
′′

m q m′′

se si moltiplia in�ne salarmente per 〈τ ′, l′,m′|, questa fornise una δT ′T ′′
:

〈τ ′, l′,m′|T (p)
q |τ, l,m〉 = g(T (p), τ ′, l′, l)Cl p l

′

m q m′

he è esattamente la tesi del teorema di Wigner-Ekart.

1.5 Relazione fra i Tensori Irriduibili e le Armonihe Sferihe

Si erherà ora una relazione fra tensori irriduibili e armonihe sferihe.

Le armonihe sferihe Y ml (θ, φ) sono tali he:

LzY
m
l (θ, φ) = ~mY ml (θ, φ)

L2Y ml (θ, φ) = ~
2l(l + 1)Y ml (θ, φ)

La parte in φ è quella he presenta la dipendenza più semplie, essa soddisfa infatti:

~

i

∂

∂φ
eimφ = m~

imφ

valida siuramente per spin interi.

6

Le Y ml (θ, φ) sono de�nite in generale da:

Y 0
l (θ, φ) =

√

2l + 1

4π
Pl(cos θ)

Y ml (θ, φ) = (−1)m

√

2l+ 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ)(sin θ)|m|eimφ

5

Ovvero he vale la:

∑

Cl1 l2 l
m1 m2 mC

l′1 l′2 l′

m′

1 m′

2 m′
= δm1 m′

1
δm2 m′

2

6

Per rihieste di monodromia delle funzioni.
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10 Il Momento Angolare e lo Spin

da qui è possibile ostruire un insieme di tensori irriduibili e si onsideri a titolo di esempio l = 0
e l = 1. Per l = 0:

T
(0)
0 = x2 + y2 + z2 = r2 = 1 =

√
4πY 0

0 (θ, φ)

mentre per l = 1 si è già visto (�1.3) he la ombinazione − x̂+iŷ√
2
, ẑ, x̂−iŷ√

2
ostituise esattamente

un tensore irriduibile di rango 1. Espliitando le omponenti in oordinate polari ed utilizzando la

formula di Eulero:

7

x± iy = r sin θ cosφ± ir sin θ sinφ = r sin θ(cosφ± i sinφ) = r cos θe±iφ

per ui:

T
(1)
0 = z = r cos θ =

√

4π

3
Y 0
1 (θ, φ)

T
(1)
1 = − x̂+ iŷ√

2
= − 1√

2
r sin θeiφ =

1√
2
r
√
2

√

4π

3
Y 1
1 (θ, φ)

T
(1)
−1 =

x̂− iŷ√
2

=
1√
2
r sin θe−iφ =

1√
2
r
√
2

√

4π

3
Y −1
1 (θ, φ)

Se si de�nisono ora le armonihe sferihe rinormalizzate ome:

Y ml (θ, φ) →
√

4π

2l + 1
Y ml (θ, φ)

si può generalizzare la relazione ottenuta nella forma:

rlY ml (θ, φ) = T (l)
m

in maniera analoga risulta plY ml (θ, φ) = T
(l)
m .

Si onsideri a titolo di esempio una generia funzione di ~r e p: z2pxpy. Notando he vale:

8

r2P2(cos θ) = r2
1

2
(3 cos2 θ − 1) =

1

2
(3z2 − x2 − y2 − z2) = −1

2
(x2 − y2 − 2z2)

si può srivere:

z2 =
1

3
(z2 + x2 + y2) +

1

2
(2z2 − x2 − y2) = T

(0)
0 + T

(2)
0

Per quanto riguarda il prodotto pxpy si può proedere ome segue. L'armonia sferia Y 2
2 (θ, φ) è

data da:

Y 2
2 (θ, φ) = 3

√

5

4π
sin2 θei2φ

da ui:

p2Y 2
2 (θ, φ) = (p sin θeiφ)23

√

5

4π

e esprimendo eiφ tramite le formule di Eulero eiφ = cosφ+ i sinφ:

p2Y 2
2 (θ, φ) = 3

√

5

4π
(px + ipy)

2

7

Si riordi he le formule di trasformazione da oordinate artesiane a polari sono:

z = r cos θ x = r sin θ cosφ y = r sin θ cosφ

e la formula di Eulero è cosφ± i sinφ = e±iφ
. Si noti inoltre he le armonihe sferihe Y ±1,0

1 (θ, φ) sono:

Y 0
1 (θ, φ) =

√

3

4π
cos θ Y ±1

1 (θ, φ) =

√

3

8π
sin θe±iφ

8

Tenere presente he evidentemente z = r cos θ e r2 = x2 + y2 + z2.
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in maniera analoga si trova:

p2Y 2
−2(θ, φ) ∝ (px − ipy)

2

In questo modo si può riavare px e py per somma e sottrazione:

z2pxpy ∝
(

T
(0)
0 + T

(2)
0

)(

T̃
(2)
2 − T̃

(2)
−2

)

= ˜̃T
(2)
2 − ˜̃T

(2)
−2 + altri termini

dove gli �altri termini� sono:

T
(2)
0 T

(2)
2 = C2 2 2

0 2 2

˜̃̃
T

(2)
2 + C2 2 3

0 2 2

˜̃̃
T

(3)
2 + C2 2 4

0 2 2

˜̃̃
T

(4)
2

T
(2)
0 T

(2)
−2 = −C2 2−2

0 2 2

˜̃̃
T

(2)
−2 − C2 2 3

0 2−2

˜̃̃
T

(3)
−2 + C2 2 4

0−2−2

˜̃̃
T

(4)
−2

la ombinazione dei T
(2)
2 è a sua volta un tensore

∗
T

(2)

2 e analogamente T
(2)
−2 un tensore

∗
T

(2)

−2, per ui

si ottiene in de�nitiva:

z2pxpy =
∗
T

(2)

2 −
∗
T

(2)

−2 +
∗
T

(3)

2 −
∗
T

(3)

−2 +
∗
T

(4)

2 −
∗
T

(4)

−2

Nello spazio on l = 1 gli elementi di matrie 〈l′ = 1,m′|z2pxpy|l = 1,m〉 possono essere sritti

utilizzando il teorema di Wigner-Ekart, trovando:

|m
=

1
〉

|m
=

0
〉

|m
=

−
1
〉

〈m = 1|
〈m = 0|
〈m = −1|





0 0 a
0 0 0
a∗ 0 0





in quanto i tensori T (2)
permettono variazioni solo di ∆m = 2. Infatti, più in dettaglio risulta:

〈m′|
∗
T

(2)

2 −
∗
T

(2)

−2 +
∗
T

(3)

2 −
∗
T

(3)

−2 +
∗
T

(4)

2 −
∗
T

(4)

−2|m〉 = per Wigner-Ekart =

=
(
C1 2 1
m 2m′ − C1 2 1

m−2m′

)
f2 +

(
C1 3 1
m 2m′ − C1 3 1

m−2m′

)
f3 +

(
C1 4 1
m 2m′ − C1 4 1

m−2m′

)
f4

Questa relazione è tale he se si sambiano m e m′
questa ambia di segno: ne onsegue he a

deve essere immmaginario puro. Da questa relazione si apise inoltre he, grazie alle proprietà dei

oe�ienti di Clebsh-Gordan, sono nulli tutti i ontributi per i quali vale la relazione 2 > m,m′
.

Per �ssare le idee e fare un esempio più onreto, si supponga lo spazio di l = 1/2 e l = 3/2. La
matrie ha allora la forma generale:

|3
/
2
,3
/
2
〉

|3
/
2
,1
/
2
〉

|3
/
2
,−

1
/
2
〉

|3
/
2
,−

3
/
2
〉

|1
/
2
,1
/
2
〉

|1
/
2
,−

1
/
2
〉

〈3/2, 3/2|
〈3/2, 1/2|

〈3/2,−1/2|
〈3/2,−3/2|
〈1/2, 1/2|

〈1/2,−1/2|











0 0 a 0 0 c
0 0 0 b 0 0

−b 0 0 0 0 0
0 −a 0 0 c 0
0 0 0 c∗ 0 0
c∗ 0 0 0 0 0
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Grazie all'hermitiità della matrie i sono solo quattro elementi.

a = 〈3/2, 3/2|
∗
T
(2)

2 +
∗
T

(3)

2 |3/2,−1/2〉 = C
3/2 2 3/2
−1/2 2 3/2f(3/2, 2, 1/2)+ C

3/2 2 3/2
3/2 2 3/2f(3/2, 3, 3/2)

b = 〈3/2, 1/2|
∗
T
(2)

2 +
∗
T

(3)

2 |3/2,−3/2〉 = C
1/2 2 −3/2
−3/2 2 −1/2f(3/2, 2, 3/2)+ C

3/2 3 3/2
−3/2 2 1/2f(3/2, 3, 3/2)

〈3/2,−1/2| −
∗
T

(2)

−2 +
∗
T

(3)

−2|3/2, 3/2〉 = − < C
3/2 2 3/2
3/2 2 −1/2f(3/2, 2, 3/2)+ C

3/2 3 3/2
1/2 −2 −3/2f(3/2, 3, 3/2)

〈3/2,−3/2| −
∗
T

(2)

−2 +
∗
T

(3)

−2|3/2, 1/2〉 = − < C
3/2 2 3/2
1/2 −2 −3/2f(3/2, 2, 3/2)+ C

3/2 3 3/2
1/2 −2 −3/2f(3/2, 3, 3/2)

grazie alle proprietà di simmetria dei oe�ienti di Clebsh-Gordan:

C...−1/2 2 3/2 = −C3/2 2 3/2
1/2 −2 −3/2

si riava he il I e III termine sono opposti, e similmente il II e il IV. Il rapporto dei termini a/b è
un rapporto di oe�ienti di Clebsh-Gordan:

a

b
=

C
3/2 2 3/2
−1/2 2 3/2

C
3/2 2 3/2
1/2 −2 −1/2

ma risulta:

Cl1 l2 l3m1m2m3
= (−1)l2+m2Cl3 l2 l1m3m2m1

per ui a = b e dalla hermitiità segue he a è immaginario puro.

Per gli altri oe�ienti risulta:

〈3/2, 3/2|T (2)
2 |1/2,−1/2〉 = C

1/2 2 3/2
−1/2 2 3/2f(3/2, 2, 3/2) = c

〈3/2, 3/2|T (2)
−2 |1/2,−1/2〉 = −C1/2 2 3/2

1/2 −2 −3/2f(1/2, 2, 3/2)

1.5.1 Un aso pratio

Si determinino le relazioni fra gli elementi di matrie dell'operatore xyz2 fra stati di momento

angolare 3/2.
Consideriamo:

z = T
(1)
0 ∓ x± iy√

2
= T

(1)
±1

da ui si riava:

x =
1√
2

(

T
(1)
−1 − T

(1)
1

)

y =
i√
2

(

T
(1)
−1 + T

(1)
1

)

Ne onsegue allora he:

xyz2 =
i

2

(

T
(1)
−1 − T

(1)
1

)(

T
(1)
−1 + T

(1)
1

)

T
(1)
0 T

(1)
0 =

i

2

(

T
(1)
−1 T

(1)
−1 + T

(1)
1 T

(1)
−1 − T

(1)
1 T

(1)
−1 − T

(1)
1 T

(1)
1

)

T
(1)
0 T

(1)
0

ma T
(1)
1 e T

(1)
−1 ommutano, quindi:

xyz2 =
i

2

(

T
(2)
2 − T

(2)
2

)

T
(1)
0 T

(1)
0

Il termine T
(1)
0 T

(1)
0 è dato da:

T
(1)
0 T

(1)
0 = C1 1 2

0 0 0 T
2
0 + C1 1 1

0 0 0 T
1
0 + C1 1 0

0 0 0 T
0
0
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ma C1 1 1
0 0 0 = 0 per ui:

T
(1)
0 T

(1)
0 = C1 1 2

0 0 0 T
2
0 + C1 1 0

0 0 0 T
0
0 =

√

2

3
T 2
0 − 1√

3
T 0
0

Oorre ora alolare:

T 2
−2T

2
0 = C2 2 4

−2 0−2 T
4
−2 + C2 2 3

−2 0 2 T
3
−2 + C2 2 2

−2 0−2 T̃
2
−2

T 2
2 T

2
0 = C2 2 4

2 0−2 T
4
2 + C2 2 3

2 0 2 T
3
2 + C2 2 2

2 0−2 T̃
2
2

T 2
−2T

0
0 = C2 0 2

−2 0−2 T̃
2
−2

T 2
2 T

0
0 = C2 0 2

2 0 2 T̃
2
2

In genere dati dei polinomi he ommutano di grado n, daranno ontributi solo i termini di ordine

n, n− 2, n− 4 e si riava:

xyz2 = T 4
2 − T 4

−2 + T 2
2 − T 2

−2

Ora, T 4
non agise sullo stato di spin 3/2:

|3
/
2
〉

|1
/
2
〉

|−
1
/
2
〉

|−
3
/
2
〉

〈3/2|
〈1/2|

〈−1/2|
〈−3/2|







0 0 a 0
0 0 0 a
b 0 0 0
0 b 0 0







iò segue dalla proprietà dei oe�ienti di Clebsh-Gordan:

Cl1 l2 l3m1m2m3
= (−1)m2

√

(2l3 + 1)(2l1 + 1) Cl3 l2 l1−m3m2 −m1

1.6 Hamiltoniana di Aoppiamento

~L · ~S
Si onsideri ora una Hamiltoniana he presenti il momento angolare

~L e lo spin

~S aoppiati ome

~L · ~S.
L'interazione on un ampo magnetio è desritta dal termine −~µ · ~H he nel aso dell'elettrone,

nell'ipotesi he il ampo magnetio

~H sia diretto lungo z e he inoltre sia ostante sulla dimensione

del sistema in esame, è dato da:

~µ =
e

2mc

(

~L+ 2~S
)

ampo lungo z−−−−−−−−−→
e ostante

−~µ · ~H = − e

2mc
H (Lz + 2Sz)

La presenza di un aoppiamento

~L · ~S indue a segliere la base |J, Jz〉 in ui risulta:

~L · ~S =
1

2

(
J2 − L2 − S2

)

Questa Hamiltoniana nella base |J, Jz〉 non ommuta on Sz . A presindere da fattori numerii, gli

elementi della diagonale sono dati da:

〈L, S, J, Jz|Lz + 2Sz|L, S, J, Jz〉 = 〈L, S, J, Jz|Jz + Sz|L, S, J, Jz〉

ed il teorema di Wigner-Ekart permette di dedurre he per gli elementi diagonali vale SzJ
2 =

(~S · ~J)Jz, ioé intuitivamente:

Sz =
(~S · ~J)Jz

J2

In realtà:

SzJ
2 = (~S · ~J) = Sz

[

J2
z +

1

2
(J+J− + J−J+)

]

=

[

SzJz +
1

2
(S+J− + S−J+)

]

Jz
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14 Il Momento Angolare e lo Spin

e ioé

SzJ+J− = S+J−Jz

e lungo la diagonale:

〈L, S, J, Jz|SzJ+J−|L, S, J, Jz〉 = 〈L, S, J, Jz|S+J−Jz|L, S, J, Jz〉

he si può risrivere ome:

∑

n,n′

〈L, S, J, Jz|Sz|n〉〈n|J+|n′〉〈n′|J−|L, S, J, Jz〉 =

=
∑

n,n′

〈L, S, J, Jz|S+|n〉〈n|J−|n′〉〈n′|Jz|L, S, J, Jz〉

Ora, l'azione di J+ e J− sugli stati è nota e, introduendo la notazione per alleggerire:

|L, S, J, Jz−1〉 ≡ |Jz−1〉 ; |L, S, J, Jz+1〉 ≡ |Jz+1〉

l'uguaglianza di sopra può risriversi per il primo membro:

∑

n

〈L, S, J, Jz|Sz|n〉〈n|J+|Jz−1〉〈Jz−1|J−|L, S, J, Jz〉 =

=
∑

〈L, S, J, Jz|Sz|Jz+1〉〈Jz+1|J+|Jz−1〉〈Jz−1|J−|L, S, J, Jz〉

mentre per il seondo si ottiene:

∑

〈L, S, J, Jz|S+|Jz−1〉〈Jz−1|J−|L, S, J, Jz〉〈L, S, J, Jz|Jz|L, S, J, Jz〉

Notiamo ora he l'elemento J− è in omune ad entrambi e può pertanto eliminarsi:

9

∑

〈L, S, J, Jz|Sz|L, S, J, Jz〉〈L, S, J, Jz|J+|Jz−1〉 =

=
∑

〈L, S, J, Jz|S+|L, S, J, Jz〉〈L, S, J, Jz|Jz|L, S, J, Jz〉

Dal teorema di Wigner-Ekart si riavano le relazioni:

J+ = −
√
2 fJ C

J 1 J
Jz−1 1 Jz

; Jz = fJ C
J 1 J
Jz−1 1 Jz

S+ = −
√
2 fS C

J 1 J
Jz−1 1 Jz

; Sz = fS C
J 1 J
Jz−1 1 Jz

i due membri sono pertanto e�ettivamente uguali. Segue allora:

〈L, S, J, Jz|SzJ2|L, S, J, Jz〉 = 〈L, S, J, Jz|(~S · ~J)Jz|L, S, J, Jz〉

Ma:

〈L, S, J, Jz|SzJ2|L, S, J, Jz〉 = ~
2j(j + 1)〈L, S, J, Jz|Sz|L, S, J, Jz〉

e poihé

~J · ~S = 1
2 (J

2 + S2 − L2):

〈L, S, J, Jz|(~S · ~J)Jz|L, S, J, Jz〉 =
~
3

2
jz[j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)]

segue subito he:

〈L, S, J, Jz|Sz|L, S, J, Jz〉 = ~jz
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l+ 1)

2j(j + 1)

9

In quanto può al massimo fornire 0 = 0.
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Riordando ora la forma ompleta del termine di interazione:

e

2mc
H(Lz + 2Sz) =

e

2mc
H(Jz + Sz)

e de�nendo il fattore di Landé:

g ≡ 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l+ 1)

2j(j + 1)

il termine di interazione � nelle ipotesi fatte � può �nalmente sriversi ome:

µ · ~H =
e~

2mc
gJz

1.6.1 Hamiltoniane di Spin: un eserizio

Si onsideri l'Hamiltoniana di spin:

H0 =
ω

~
(~S1 · ~S3 − ~S2 · ~S4 + ~S2 · ~S3 − ~S1 · ~S4) ≡

ω

~
(~S1 + ~S2) · (~S3 − ~S4)

on S2
i = 3/4~2 e on le relazioni di ommutazione:

[

S(i)
a , S

(j)
b

]

= δiji~ǫabcS
(i)
c

Si trovino autovalori ed autovettori nello spazio a 2 · 2 · 2 · 2 = 16 dimensioni e si onsideri

suessivamente la perturbazione:

H ′ = ǫω(S1z − S2z + S3z + S4z)

La selta della base opportuna è fatta erando gli operatori he ommutano on H0. In e�etti,

si trova subito lo spin totale

~S2
, Sz. Poihé inoltre la somma di momenti angolari è un momento

angolare, allora (~S1 + ~S2)
2
ommuterà on H0. Si denoti on S12 il suo autovalore.

Si può pertanto segliere ome base ||S12, S, Sz〉, ottenendo i seguenti sottospazi:

a) ||1, 2, Sz〉 → 5 stati (degeneri)

b) ||1, 1, Sz〉 → 3 stati (degeneri)

c) ||1, 0, 0〉 → 1 stato

d) ||0, 1, Sz〉 → 3 stati (degeneri)

e) ||0, 0, Sz〉 → 1 stato







13 stati

tale base non è ompleta in quanto non si ottengono tutti i 16 stati. Per individuare gli altri stati si

deve in e�etti spei�are il valore dell'operatore (~S3 + ~S4) (on autovalore S34), sebbene questo non

ommuti on H0. Nella base ||S12, S34, S, Sz〉 si ha allora:

a) ||1, 1, 2, Sz〉 → 5 stati (degeneri)

b1) ||1, 1, 1, Sz〉 → 3 stati (degeneri)

b2) ||1, 0, 1, Sz〉 → 3 stati (degeneri)

c) ||1, 1, 0, 0〉 → 1 stato

d) ||0, 1, 1, Sz〉 → 3 stati (degeneri)

e) ||0, 0, 0, 0〉 → 1 stato







16 stati

Si onsideri l'azione dell'operatore (~S3− ~S4) sugli stati |S3z, S4z〉. L'operatore (~S3− ~S4) è antisimme-

trio nello sambio di 3 e 4 e quindi altera la simmetria degli stati di S3z e S4z. In partiolare (~S3−~S4)
rende antisimmetrio lo stato |S3z, S4z〉+|S4z, S3z〉 e rende simmetrio lo stato |S3z, S4z〉−|S4z , S3z〉.
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16 Il Momento Angolare e lo Spin

Lo stato simmetrio risulta quello on S34 = 1, mentre quello antisimmetrio è dato da S34 = 0.
Infatti, ad esempio, dalla regole di somma di due momenti angolari si trova:

||S34 = 1, S34z = 0〉 = 1√
2
(|S3z = 1/2, S4z = −1/2〉+ |S3z = −1/2, S4z = 1/2〉)

||S34 = 1, S34z = 0〉 = 1√
2
(|S3z = 1/2, S4z = −1/2〉 − |S3z = −1/2, S4z = 1/2〉)

per ui l'operatore (~S3− ~S4), per quanto detto sopra, invertendo la simmetria manda lo stato S34 = 1
nello stato S34 = 0 e vieversa. Ne onsegue he gli stati a S34 de�nito hanno autovalore nullo, infatti

data l'asimmetria dello stato S34 = 0, questo non può avere elementi di matrie. Ma allora anhe lo

stato S34 = 1, in quanto:

H0||0, 1, 1, Sz〉 → ||0, 0, 1, Sz〉
ma questo stato non esiste e quindi va in zero.

Gli stati a), ), d), e) sono dunque ad autovalore nullo (10 stati degeneri). Rimangono da alolare

gli autovalori degli stati b1) e b2) he sono gli stessi per il teorema di Wigner-Ekart. Si introdua

la base |S1z, S2z, S3z, S4z〉 e si aloli l'autovalore ||1, 0, 1, 1〉:

H0||0, 1, 1, Sz〉 = H0
1√
2
(|1/2, 1/2, 1/2,−1/2〉− |1/2, 1/2,−1/2, 1/2〉) =

=
ω

~
√
2

[

(S1z + S2z)(S3z − S4z) +
1

2
(S1+ + S2+)(S3− − S4−)

]

×

× (|1/2, 1/2, 1/2,−1/2〉− |1/2, 1/2,−1/2, 1/2〉) =

=
~ω√
2
[(|1/2, 1/2, 1/2,−1/2〉+ |1/2, 1/2,−1/2, 1/2〉)+

+(−|−1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉− |1/2,−1/2, 1/2, 1/2〉) + 0] =

=
~ω√
2
[2‖|S12 = 1, S12z = 0, S34 = 1, S34z = 0〉−

−‖|S12 = 1, S12z = 0, S34 = 1, S34z = 0〉] =
=

√
2~ω||1, 1, 1, 1〉

ioé H0||0, 1, 1, Sz〉 =
√
2~ω||1, 1, 1, 1〉, per ui gli autovalori del gruppo b2) sono

√
2~ω e siome

H0 manda stati on S34 = 0 in stati on S34 = 1 e vieversa, gli autovalori del gruppo b1) sono

−
√
2~ω.
Gli autovalori possono essere riavati anhe per altra via. Faendo agire due volte H0:

H0H0||1, 0, 1, Sz〉 = |E|2||1, 0, 1, Sz〉 ⇒ 〈1, 0, 1, Sz||H2
0 ||1, 0, 1, Sz〉 = |E|2

ed il valore medio 〈H2
0 〉 si alola ome:

4∑

a,b=1

ω2

~2
〈1, 0, 1, Sz||(S1 + S2)a(S3 − S4)a(S1 + S2)b(S3 − S4)b||1, 0, 1, Sz〉 =

4∑

a,b=1

ω2

~2
〈1, S12z |||(S1 + S2)a(S1 + S2)b|||1, S12z〉〈0, 0|||(S3 − S4)a(S3 − S4)b|||0, 0〉

Siome (S3 − S4) ambia stato:

〈0, 0|||(S3 − S4)a(S3 − S4)b|||0, 0〉 ∝ δa,b =
1

3
〈0, 0|||(~S3 − ~S4)

2|||0, 0〉

e

1

3
〈0, 0|||(~S3 − ~S4)

2|||0, 0〉 = 2ω2

~2
~
4 = 2~2ω2 = |E|2
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Anora meglio, siome E è 6 volte degenere, vale TrH2
0 = 6|E|2, da ui:

TrH2
0 =

ω2

~2

4∑

a,b=1

(S1a + S2a)(S3a − S4a)(S1b + S2b)(S3b − S4b) =

=
ω2

~2

4∑

a,b=1

(S1aS1b + S2aS1b)(S3aS3b − S4aS34b) =

=
ω2

~2

4∑

a,b=1

(

2
~
2

4
δa,b

)(

2
~
2

4
δa,b

)

=
~
2ω2

4

4∑

a,b=1

δa,bδa,b =
3~3ω2

4
16

ovvero:

|E|2 =
1

3

3~3ω2

4
16 = 2~2ω2 → E = ±

√
2~ω

Si introdua ora la perturbazione H ′ = εω(S1z − S2z + S3z + S4z).
Sz ommuta sia on H0 he on H

′
, onviene quindi raggruppare gli stati da perturbare seondo

Sz e onsiderare (~S3 + ~S4), il quale oltre a identi�are gli stati di H0 ommuta on H ′
:

Sz = 2 ||1, 1, 2, 2〉 S34 = 1

Sz = 1

||1, 1, 2, 1〉
S34 = 1||1, 1, 1, 1〉

||0, 1, 1, 1〉
||1, 0, 1, 1〉 S34 = 0

Sz = 0

||1, 1, 2, 0〉
S34 = 1

||1, 1, 1, 0〉
||1, 1, 0, 0〉
||0, 1, 1, 0〉
||1, 0, 1, 0〉

S34 = 0||0, 0, 0, 0〉

e in modo analogo per Sz < 0, nella base ||S12, S34, S, Sz〉. In seguito si onsidererà anhe la base

|S1z, S2z, S3z, S4z〉 e |||S12, S12z , S34, S34z〉.
Per alolare la orrezione all'energia oorrono gli elementi di matrie di H ′

alolati fra gli stati

elenati sopra. Di questi, gli elementi he oinvolgono H ′||1, 0, 1, 1〉 sono nulli, infatti:

H ′||1, 0, 1, 1〉 = ǫ~ω

(
1

2
− 1

2
+ 0

)

= 0

e analogamente per ||1, 1, 2, 2〉, infatti:

H ′||1, 1, 2, 2〉 = H ′|1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉= ǫ~ω|1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉= ǫ~ω||1, 1, 2, 2〉

Da questa relazione e dal teorema di Wigner-Ekart, essendo H ′
un termine T

(1)
0 , si riava:

〈1, 1, 2, SZ||H ′||1, 1, 2, Sz〉 = C2 1 2
Sz 2Sz

f(1, 1, 2, H ′, 1, 1, 2)

mentre per Sz = 2 vale:

C2 1 2
2 0 2 = ǫ~ωf(1, 1, 2, H ′, 1, 1, 2) ⇒ f(1, 1, 2, H ′, 1, 1, 2) =

ǫ~ω

C2 1 2
2 0 2

da ui si riava he in generale vale:

〈1, 1, 2, SZ||H ′||1, 1, 2, Sz〉 = ǫ~ω
C2 1 2
Sz 2Sz

C2 1 2
2 0 2

= ǫ~ω
Sz
2

Per gli altri termini oorre utilizzare la teoria delle perturbazioni in sottospazi di �ssato Sz e

S34. Per Sz = 1 e S34 = 1 si devono quindi alolare gli elementi della matrie:
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||1
,1
,2
,1
〉

||1
,1
,1
,1
〉

||0
,1
,1
,1
〉

〈1, 1, 2, 1||
〈1, 1, 1, 1||
〈0, 1, 1, 1||





a1 a2 a3
a2 a4 a5
a3 a5 a6





dove a1 = 〈1, 1, 2, 1||H ′||1, 1, 2, 1〉 = ǫ~ω/2 sfruttando la formula preedente. Per lo stato ||0, 1, 1, 1〉,
siome vale S12 = 0, S12z = 0 ne onsegue he Sz = S3z + S4z:

H ′||0, 1, 1, 1〉 = ǫω(S1z − S2z)||0, 1, 1, 1〉+ ǫω(S3z + S4z)||0, 1, 1, 1〉 =
= ǫω(S1z − S2z)||0, 1, 1, 1〉+ ǫωSz||0, 1, 1, 1〉 =

= ǫω(S1z − S2z)
1√
2
(|1/2,−1/2, 1/2, 1/2〉− |−1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉) + ǫ~ωSz||0, 1, 1, 1〉 =

= ǫ~ω
1√
2
(|1/2,−1/2, 1/2, 1/2〉− |−1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉) + ǫ~ω||0, 1, 1, 1〉 =

= ǫ~ω||1, 0, 1, 1〉+ ǫ~ω||0, 1, 1, 1〉 = ǫ~ω
1√
2
(||1, 1, 2, 1〉 − ||1, 1, 1, 1〉) + ǫ~ω||0, 1, 1, 1〉

ovvero in de�tiva:

H ′||0, 1, 1, 1〉 = ǫ~ω√
2
||1, 1, 2, 1〉 − ǫ~ω√

2
||1, 1, 1, 1〉+ ǫ~ω||0, 1, 1, 1〉

Da questo segue immediatamente he:

a3 = 〈0, 1, 1, 1||H ′||1, 1, 2, 1〉 = ǫ~ω√
2

a5 = 〈0, 1, 1, 1||H ′||1, 1, 1, 1〉 = − ǫ~ω√
2

a6 = 〈0, 1, 1, 1||H ′||0, 1, 1, 1〉 = ǫ~ω

Si onsiderino in�ne gli elementi ||1, 1, 1, 1〉. Questo termine può essere risritto ome:

||1, 1, 1, 1〉 = 1√
2
(|||1, 1, 1, 0〉 − |||1, 0, 1, 1〉) =

=
1√
2
(|1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉− |1/2, 1/2,−1/2, 1/2〉− |1/2,−1/2, 1/2, 1/2〉− |−1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉)

da ui:

H ′||1, 1, 1, 1〉 = ǫω(S1z − S2z)
1√
2
[|1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉− |1/2, 1/2,−1/2, 1/2〉− |1/2,−1/2, 1/2, 1/2〉−

−|−1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉] + ǫω(S3z + S4z)
1√
2
[|||1, 1, 1, 0〉 − |||1, 0, 1, 1〉] =

=
ǫ~ω√
2
[0− 0− |1/2,−1/2, 1/2, 1/2〉+ |−1/2, 1/2, 1/2, 1/2〉]− ǫ~ω√

2
|||1, 0, 1, 1〉 =

= − ǫ~ω√
2
||0, 1, 1, 1〉 − ǫ~ω√

2
|||1, 0, 1, 1〉

da ui:

H ′||1, 1, 1, 1〉 = − ǫ~ω√
2
||0, 1, 1, 1〉 − ǫ~ω√

2
||1, 1, 2, 1〉+ ǫ~ω√

2
||1, 1, 1, 1〉

Segue immediatamente:

a2 = 〈1, 1, 1, 1||H ′||1, 1, 2, 1〉 = − ǫ~ω√
2

a4 = 〈1, 1, 1, 1||H ′||1, 1, 1, 1〉 = ǫ~ω√
2
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La matrie della perturbazione è quindi in de�nitiva la seguente:






1
2 − 1

2
1√
2

− 1
2

1
2 − 1√

2
1√
2

− 1√
2

1




 ǫ~ω

Poihé però solo gli stati ||1, 1, 2, 1〉 e ||0, 1, 1, 1〉 hanno energia E(0) = 0 mentre lo stato ||1, 1, 1, 1〉
ha energia E(0) = −

√
2 ~ω, oorre appliare la teoria delle perturbazioni degeneri he rihiede la

diagonalizzazione della matrie (ottenuta onsiderando la sottomatrie relativa agli stati degeneri):






1

2

1√
2

1√
2

1




 ǫ~ω

Questa matrie ha per autovalori 0 e 3~ω/2, ui orrispondono gli autovettori (
√

2/3,−1/
√
3) e

(1/
√
3,
√

2/3), quindi le orrezioni all'energia al I◦ e gli stati perturbati sono:

E(1)
a = 0 ||a〉 =

√

2

3
||1, 1, 2, 1〉 − 1√

3
||0, 1, 1, 1〉

E
(1)
b =

3

2
ǫ~ω ||b〉 = 1√

3
||1, 1, 2, 1〉+

√

2

3
||0, 1, 1, 1〉

Si onsiderino gli stati ||1, 1, 1, 1〉 e ||1, 0, 1, 1〉. Questi non sono autostati di H0, tuttavia lo è la

ombinazione:

1√
2
(||1, 1, 1, 1〉 ± ||1, 0, 1, 1〉)

L'azione della perturbazione H ′
su questo stato è nota:

H ′ 1√
2
(||1, 1, 1, 1〉 ± ||1, 0, 1, 1〉) = 1√

2
H ′||1, 1, 1, 1〉

Poihé le energie dei due stati di H0 distano della stessa quantità da quella di ||1, 1, 1, 1〉, uno al di

sopra l'altro al di sotto, ne onsegue he la orrezione al I

◦
ordine di questa è uguale e pari alla metà

della orrezione 〈1, 1, 1, 1||H ′||1, 1, 1, 1〉 = ǫ~ω/2, per ui:

E
(1)
± =

1

4
ǫ~ω

Si onsiderino ora gli stati on Sz = 0, S34 = 0, ioé ||1, 0, 1, 0〉 e ||0, 0, 0, 0〉. Dalla relazione sui

oe�ienti di Clebsh-Gordan:

Cl1 l2 lm1m2m = (−1)l1+l2−l Cl1 l2 l−m1 −m2 −m

si riava:

〈1, 0, 1, 0||H ′||1, 0, 1, 0〉 = 〈0, 0, 0, 0||H ′||0, 0, 0, 0〉 = 0

e siome vale anhe:

H ′||0, 0, 0, 0〉 = ǫω (S1z − S2z) ||0, 0, 0, 0〉 = ǫ~ω||1, 0, 1, 0〉

si riava la matrie: (
0 ǫ~ω
ǫ~ω 0

)

da ui si vede he la orrezione al I

◦
ordine agli stati ||1, 0, 1, 0〉 e ||0, 0, 0, 0〉 è nulla.

Da questo risultato onsegue he anhe la orrezione al I

◦
ordine degli autostati 1/

√
2(||1, 1, 1, 0〉±

||1, 0, 1, 0〉) è nulla in quanto:

H ′ 1√
2
(||1, 1, 1, 0〉 ± ||1, 0, 1, 0〉) = ± 1√

2
H ′||1, 0, 1, 0〉 = ± ǫ~ω√

2
||1, 0, 1, 0〉
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Per Sz = 1 e S34 = 1, anora dalla proprietà itata sopra dei oe�ienti di Clebsh-Gordan si

riava la matrie: 




− 1
2 − 1

2
1√
2

− 1
2 − 1

2
1√
2

1√
2

1√
2

−1




 ǫ~ω

proseguendo poi in analogia ai asi preedenti. Per Sz = 0 e S34 = 1, anora dalla relazione sui

oe�ienti e dalle relazioni:

H ′||0, 1, 0, 0〉 = ǫω(S1z − S2z)||0, 1, 1, 0〉 = ǫω(S1z − S2z)|||0, 0, 1, 0〉 = ǫω~|||1, 0, 1, 0〉 =

= ǫω~

[√

2

3
||1, 1, 2, 0〉 − 1√

3
||1, 1, 0, 0〉

]

H ′||1, 1, 1, 0〉 = H ′ 1√
2
[|||1, 1, 1,−1〉 − |||1,−1, 1, 1〉] = ǫ~ω√

2
[−|||1, 1, 1, 1〉 − |||1,−1, 1, 1〉] + 0 =

= ǫ~ω

[

− 1√
3
||1, 1, 2, 0〉 −

√

2

3
||1, 1, 0, 0〉

]

si può riavare la matrie (ordinando i vettori ome ||1, 1, 2, 0〉, ||1, 1, 0, 0〉, ||1, 1, 1, 0〉, ||0, 1, 1, 0〉:










0 0 − 1√
3

√
2
3

0 0 −
√

2
3 − 1√

3

− 1√
3

−
√

2
3 0 0

√
2
3 − 1√

3
0 0











ǫ~ω

Lo stato ||1, 1, 1, 0〉 non ha E(0) = 0, oore quindi levare la riga e la olonna relative dalla matrie

sopra, ottenendo la matire da diagonalizzare:







0 0
√

2
3

0 0 − 1√
3√

2
3 − 1√

3
0






ǫ~ω

on autovalori 0, ±ǫ~ω. Le orrezioni al primo ordine sono date allora da:

E(1) = 0 → ||1, 1, 0, 0〉

E(1) ± ǫ~ω → 1√
2
||0, 1, 1, 0〉 ±

(
1√
3
||1, 1, 2, 0〉 − 1√

3
||1, 1, 0, 0〉

)
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Capitolo 2

Teoria delle Perturbazioni

2.1 Teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo

Sia data una Hamiltoniana on le sue autofunzioni H0|n〉 = E
(0)
n |n〉, e si onsideri l'Hamiltoniana

perturbata:

H = H0 + ǫH ′

Il problema è he si era un autovalore Eǫ ed un'autofunzione ψǫ soluzioni dell'equazione agli auto-
valori H |ψǫ〉 = Eǫ|ψǫ〉 he di�erisano di �poo� rispettivamente dall'autovalore e dall'autofunzione

imperturbati he risolvono l'equazione H0|n〉 = E
(0)
n |n〉. L'autovalore e l'autofunzione perturbati

devono ridursi ai rispettivi imperturbati nel aso la perturbazione vada a zero:

lim
ǫ→0

Eǫ = E(0) lim
ǫ→0

|ψǫ〉 = |ψ(0)〉

se ora ǫ è molto piolo rispetto ad H0 si può rihiedere he la soluzione sia uno sviluppo in serie di

potenze di ǫ dato da:

En = E(0)
n + ǫE(1)

n + ǫ2E(2)
n + · · ·

ψn = ψ(0)
n + ǫψ(1)

n + ǫ2ψ(2)
n + · · ·

dove:

(H0 + ǫH ′)ψn = Enψn

Espliitando quindi la relazione di sopra:

(H0 + ǫH ′)
(

ψ(0)
n + ǫψ(1)

n + ǫ2ψ(2)
n + · · ·

)

=
(

E(0)
n + ǫE(1)

n + ǫ2E(2)
n + · · ·

)(

ψ(0)
n + ǫψ(1)

n + ǫ2ψ(2)
n + · · ·

)

(2.1)

e tralasiando l'ordine 0 he fornise l'equazione non perturbata H0ψ
(0)
n = Enψ

(0)
n si trova al I

◦

ordine:

H ′ψ(0)
n +H0ψ

(1)
n = E(0)

n ψ(1)
n + E(1)

n ψ(0)
n

La orrezione all'energia si trova moltipliando salarmente per ψ
(0)
n :

〈ψ(0)
n |H ′|ψ(0)

n 〉+ 〈ψ(0)
n |H0|ψ(1)

n 〉 = E(0)
n 〈ψ(0)

n | ψ(1)
n 〉+ E(1)

n 〈ψ(0)
n | ψ(0)

n 〉

notando he 〈ψ(0)
n |H0|ψ(1)

n 〉 = E
(0)
n 〈ψ(0)

n | ψ(1)
n 〉 e dalla ondizione di normalizzazione 〈ψ(0)

n | ψ(1)
n 〉 = 0

delle autofunzioni ψn si riava:

E(1)
n = 〈ψ(0)

n |H ′|ψ(0)
n 〉

in altri termini, la orrezione al I

◦
ordine è data dagli elementi diagonali della perturbazione.

Valeriano Barassi - 2009/2024



22 Teoria delle Perturbazioni

Per trovare invee la orrezione all'autofunzione al I

◦
ordine si moltiplia salarmente per ψ

(0)
m :(

1

)

〈ψ(0)
m |H ′|ψ(0)

n 〉+ E(0)
m 〈ψ(0)

m | ψ(1)
n 〉 = E(0)

n 〈ψ(0)
m | ψ(1)

n 〉

da ui:

〈ψ(0)
m | ψ(1)

n 〉 = H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

H ′
mn ≡ 〈ψ(0)

m |H ′|ψ(0)
n 〉

ovvero:

|ψ(1)
n 〉 =

∑

m 6=n

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

|ψ(0)
m 〉 (2.2)

Per trovare le orrezioni al seondo ordine, prendiamo i termini in ǫ2 dalla (2.1) riavando:

H0|ψ(2)
n 〉+H ′|ψ(1)

n 〉 = E(0)
n |ψ(2)

n 〉+ E(1)
n |ψ(1)

n 〉+ E(2)
n |ψ(0)

n 〉

moltipliando salarmente per 〈ψ(0)
n | :

〈ψ(0)
n |H0|ψ(2)

n 〉+ 〈ψ(0)
n |H ′|ψ(1)

n 〉 = E(0)
n 〈ψ(0)

n | ψ(2)
n 〉+ E(1)

n 〈ψ(0)
n | ψ(1)

n 〉+ E(2)
n 〈ψ(0)

n | ψ(0)
n 〉

riordando he H0 è hermitiano e l'ortonormalità delle autofunzioni:

〈ψ(0)
n |H ′|ψ(1)

n 〉 = E(2)
n

e sostituendo l'espressione (2.2) di |ψ(1)
n 〉 :

〈ψ(0)
n |H ′|ψ(1)

n 〉 = 〈ψ(0)
n |H ′|

∑

m 6=n

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

|ψ(0)
m 〉〉 =

=
∑

m 6=n

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

〈ψ(0)
n |H ′|ψ(0)

n 〉 =
∑

m 6=n

|H ′
mn|2

E
(0)
n − E

(0)
m

quindi per la orrezione al II

◦
ordine dell'energia si trova:

E(2)
n =

∑

m 6=n

|H ′
mn|2

E
(0)
n − E

(0)
m

La presenza di autovalori degeneri on H ′
mn 6= 0 rende questa formula priva di senso. Quello

he aade in questo aso è he il sottospazio SE(0) � ad esempio relativo all'autovalore E(0)
� ha

dimensione maggiore di 1 e pertanto non è possibile individuare un'unia autofunzione imperturbata

ui deve tendere la ψǫ:

SE(0) → (ψ
(0)
1 , . . . , ψ

(0)
k )

Il problema è he esistono stati on n 6= m ma on la stessa energia E
(0)
n = E

(0)
m . La formula

preedente non ha dunque senso a meno he non risulti proprio 〈n|H ′|m〉 = 0 per n 6= m, ovvero se

la perturbazione è diagonale nel sottospazio degenere. Consideriamo quindi gli elementi di matrie

di questo sottospazio:





H ′
11 · · · H ′

1k

. . . . . . . . . . . . . . .
H ′
k1 · · · H ′

kk





questa matrie è in e�etti hermitiana perhé H ′
stesso è hermitiano. Ma questo signi�a he la �sot-

tomatrie� può sempre essere diagonalizzata e poihé la base di autovettori del sottospazio degenere

si può segliere arbitrariamente, si può segliere una nuova base:

|ψ(0)
i 〉 =

j
⋃

i

|ψ(0)
j 〉

1

Si noti he 〈ψ(0)
m | ψ(0)

n 〉 = 0.
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2.1 Teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo 23

he diagonalizza la matrie del sottospazio ed i ui autovalori rappresentano le orrezioni al I

◦
ordine

dell'energia. Tale selta permette di eliminare al II

◦
ordine i termini he annullano il denominatore

È importante sottolineare he questa situazione indue a dubitare del metodo perturbativo anhe

quando En ≈ Em, ed infatti quello he onta è he la di�erenza fra gli autovalori sia grande rispetto

all'elemento di matrie Hmn.

Se dopo la diagonalizazione del sottospazio rimane anora degenerazione, si passa a diagonalizzare

al II

◦
ordine, ioè il termine:

H ′
nmH

′
ml

E
(0)
n − E

(0)
m
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Capitolo 3

Di�usione alla Rutherford

È nota la orrispondenza seondo la quale a stati legati in meania lassia orrispondono stati

quantistii on spettro disreto e a stati liberi orrispondono stati quantistii on spettro ontinuo.

Si onsideri un potenziale unidimensionale del tipo:

V (x) V (x)

x x

E

V0

V0

Nel aso della �gura a sinistra, gli stati legati hanno la forma asintotia limx→±∞ ψ(x) = e±αx e gli
stati liberi sono onde piane.

Nel aso invee della �gura a destra risulta 0 < E < V0, si supponga quindi una partiella

inidente da sinistra. Per x positivi la partiella può evidentemente viaggiare solo verso destra,

mentre per x < 0 la partiella può viaggiare in entrambe le direzioni.

1

Asintotiamente quidi vale:

ψ(x) ≃ c · eikx per x→ +∞
ψ(x) ≃ a · eikx + b · e−ikx per x→ −∞

La densità di orrente per funzioni di tipo e±ikx è j = ±~k/m. Inoltre, la probabilità he l'onda

sia trasmessa è data dal rapporto fra l'onda trasmessa e quella inidente, ovvero |c|2/|a|2 (oe�iente

di trasmissione), mentre la probabilità he l'onda sia ri�essa è data dal rapporto fra l'onda ri�essa

e quella inidente |b|2/|a|2 (oe�iente di ri�essione). Ovviamente, deve risultare |a|2 = |b|2 + |c|2.
Interessa ora studiare l'analogo tridimensionale di questo problema e quindi oorre prendere

in onsiderazione anhe la direzione della partiella di�usa, ovvero l'angolo a ui è avvenuta la

deviazione (angolo di di�usione). Si supporrà in quanto segue he il potenziale sia un potenziale

entrale.

La teoria dello sattering (quantistia) è essenzialmente la teoria delle perturbazioni indipendente

dal tempo appliata al aso di spettro ontinuo. Questo signi�a he per ogni energia possibile E
è noto un autostato dell'Hamiltoniana ompleta. Nella teoria dello sattering si prende quindi un

valore E e si era di trovare lo stato perturbato |ψE(~r)〉. Si riordi però he per ogni data energia

i sono in genere diversi autostati degeneri, la questione è quindi quella di trovare gli stati giusti

nella (presumibilmente in�nita) degenerazione relativa ai valori di E. La risposta a questa questione
viene dalla ausalità, quello he si vuole fare è infatti essere apai di spei�are ompletamente

1

Questo è valido anhe lassiamente.
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26 Di�usione alla Rutherford

lo stato iniziale a ~r = −∞ e riavare tramite la teoria la orrente di usita. Per fare questo si

seglie prima un autostato imperturbato on la orrente in ingresso rihiesta, suessivamente si

fa in modo he la teoria delle perturbazioni non generi altre orrenti in ingresso: questo può essere

fatto introduendo �a mano� la ondizione di ausalità. In questo modo infatti, gli autostati risultanti

avranno la orretta orrente in ingresso. Riformulando questo in termini più usuali, la risoluzione

dell'equazione di�erenziale assoiata al problema rihiede naturalmente l'imposizione di opportune

ondizioni iniziali, he è proprio quello he è stato hiamato �ausalità�.

3.1 Trattazione Classia

Consideriamo ora la di�usione di una partiella on aria q′ e veloità v da parte di una partiella

di aria q e molto più pesante di quella inidente. Questo permette di onsiderare quest'ultima

partiella ome ferma.

Nel aso il parametro d'urto sia nullo

2

la partiella è di�usa esattamente a 0◦, ovvero torna

indietro e raggiunge la distanza minima dettata dalla legge di onservazione dell'energia:

1

2
mv20 =

e2

r
min

⇒ r
min

=
2e2

mv20

Nel aso il parametro d'urto non sia nullo, la partiella viene deviata dalla sua traiettoria originale:

q′

q

~v0
θ

φ 2θ0

b

Utilizzando le oordinate polari, le equazioni di Lagrange si srivono:







mr̈ =
qq′

r2
+mrθ̇2

r2θ̇ = ostante = K (veloità areolare)

La quantità he interessa è la variazione di r rispetto a θ, ovvero dr/dθ:

dr

dt
=
dr

dθ

dθ

dt
=
dr

dθ
θ̇ =

dr

dθ

K2

r2

e anora:

r̈ =
d2r

dt2
=

d

dt

(
dr

dθ

K2

r2

)

=
d

dt

(
dr

dθ

)
K2

r2
+
dr

dθ

d

dt

K2

r2
=

=
d2r

dθ2
dθ

dt

K2

r2
+
dr

dθ

d

dt

(
K2

r2

)

=
c2

r4
d2r

dθ2
+
dr

dθ

dr

dt

d

dr

(
K2

r2

)

=

=
K2

r4
d2r

dθ2
− 2

dr

dθ

K2

r3
dr

dθ

K2

r2
=
K2

r4
d2r

dθ2
− 2

K2

r5

(
dr

dθ

)2

e sostituendo questo risultato nell'equazione di Lagrange:

mK2

r4
dr

dθ2
− 2

mC2

r5

(
dr

dθ

)2

=
qq′

r2
+
mK2

r✁✁✕
3

4

✁r

2

Riordiamo he il parametro d'urto è de�nito ome la distanza b fra la direzione del orpo inidente ed una retta

ad essa parallela passante per il orpo fermo.
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ovvero:

1

r2
d2r

dθ2
− 2

r3

(
dr

dθ

)2

=
qq′

mK2
+

1

r

notando ora he:

d(1/r)

dθ
= − 1

r2
dr

dθ

si riava he:

d2(1/r)

dθ2
=

d

dθ

(

− 1

r2
dr

dθ

)

=
d

dθ

(

− 1

r2

)
dr

dθ
− 1

r2
d2r

dθ2
=

2

r3

(
dr

dθ

)2

− 1

r2
d2r

dθ2

e dunque l'equazione diventa:

−d
2(1/r)

dθ2
=

qq′

mK2
+

1

r

he oltre alla soluzione ostante ammette per soluzione una ombinazione lineare di seni e oseni,

he sriviamo per omodità ome:

1

r
= A cos(θ − θ0)−

qq′

mK2

e dove le onstanti A e θ0 si riavano evidentemente dalle ondizioni iniziali. Imponendo he a θ = 0
valga r = −∞(

3

) si riava:

A cos(−θ0) =
qq′

mK2
⇒ A =

qq′

mK2

1

cos θ0

da ui:

1

r
=

qq′

mK2

[
cos(θ − θ0)

cos θ0
− 1

]

Notiamo ora he vale:

d(1/r)

dθ
= − 1

r2
dr

dθ
= − 1

r2
dr

dθ

dt

dθ
⇒ d(1/r)

dθ
θ̇ = − 1

r2
dr

dθ

Sviluppando ora i aloli:

qq′

mK2

[
sin(θ − θ0)

cos θ0

]

θ̇ = − 1

r2
dr

dt

e onsiderando he r2θ̇ = K e he dr/dt = v(t) è la veloità della partiella:

qq′

mK

sin(θ − θ0)

cos θ
= −v(t)

L'angolo θ0 si riava ora imponendo he per θ → θ0, v(t) → v0:

qq′

mK
tan θ0 = v0

Consideriamo il termine cos(θ − θ0). Esso vale 1 quando θ = θ0, di onseguenza 1/r è massimo e

r è minimo a θ0. A θ = 2θ0 la partiella è di nuovo a in�nito e quindi l'angolo di di�usione è:

φ = π − 2θ0

Fra K e v(t) esiste anora una relazione. Infatti a r = ∞ si veri�a r2θ̇ = bv0 = K, per ui:

b =
qq′

mv20
tan θ0

3

Ipotesi ragionevole, in quanto orrisponde a dire he quando la partiella è in�nitamente lontana prima

dell'interazione, l'angolo sotto ui vede il bersaglio è 0◦.
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La sezione d'urto del proesso si riava onsiderando una orona irolare nel parametro d'urto

b:

2πbdb = 2π

(
qq′

mv20

)2

tan θ0d(tan θ0) = 2π

(
qq′

mv20

)2
tan θ0
cos2 θ0

dθ0 =

= 2π

(
qq′

mv20

)2
sin θ0
cos2 θ0

dθ0 = 2π

(
qq′

mv20

)2
sin θ0 cos θ0

cos2 θ0
dθ0 =

= π

(
qq′

mv20

)2
sin(2θ0)

cos4 θ0
dθ0

Poihé ora θ0 = π/2− φ/2, vale sin(2θ0) = sinφ e cos θ0 = sin(φ/2) segue:

π

(
qq′

mv20

)2
sinφ

cos4 θ0
dθ0 = 2π

(
qq′

mv20

)2
sinφ

2 sin4(φ/2)
dφ

In�ne, siome dΩ = 2π sinφdφ, si riava:

dσ

dΩ
=

(
qq′

mv20

)2
1

sin4(φ/2)

he è la nota legge di di�usione di Rutherford.

3.2 Trattazione Quantistia

L'energia

4

di una partiella non sottoposta a potenziale è E = ~
2k2/2m e il suo moto è desritto

dalla funzione d'onda ψ(~r) = ei
~k·~r

o, segliendo l'asse z onvenzionalmente ome direzione del moto,

ψ(z) = eikz . In presenza di un potenziale V (~r) entrale la funzione d'onda naturalmente si modi�a

e si assumerà he asintotiamente abbia la forma di un'onda piana sovrapposta a un'onda sferia:

ψ(r) = eikz + f(θ)
eikr

r

on θ angolo di di�usione, oinidente on la oordinata polare θ, e f(θ) la osiddetta ampiezza di

di�usione. La omponente radiale della densità di orrente è data da:

jr =
~

2m

|f(θ)|2
r

[

e−ikr
d

dr

eikr

r
− eikr

d

dr

e−ikr

r

]

=
~k

m

|f(θ)|2
r2

e la probabilità he una partiella passi nell'unità di tempo attraverso l'elemento di super�ie r2dΩ è

jr2dΩ = ~k
m |f(θ)|2dΩ. La sezione d'urto di�erenziale è il rapporto fra questa e la densità di orrente

dell'onda inidente j = ~k/m, per ui:

dσ

dΩ
= |f(θ)|2

ovvero tutta la �sia della di�usione è ontenuta nella funzione f(θ).
L'equazione hiave per risolvere il problema è naturalmente sempre l'equazione di Shrödinger:

[

− ~
2

2m
∇2 + V (r)

]

ψ(~r) = Eψ(~r)

on soluzioni ψ(~r) = ei
~k·~r

quando V = 0. La ondizione sulla soluzione lungo una retta è proprio:

ψ(r) = eikz + f(θ)
eikr

r
(3.1)

4

Un eellente artiolo sullo sattering può essere trovato qui: http://www.pa.msu.edu/ mmoore/852sattering.pdf.
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ovvero he sia ostituita da un'onda piana entrante lungo z e un'onda sferia usente. Lo sopo del

problema è appunto intuire la orrispondenza:

V (r) −→ f(θ)

Poihè il potenziale è assunto entrale e l'Hamiltoniana ommuta on il momento angolare, le

funzioni d'onda si possono srivere nella forma:

ψ(~r) =
ul(r)

r
Y ml (θ, φ) (3.2)

in questo modo l'equazione di Shrödinger dipenderà solo da r:

[

− ~
2

2m

d2

dr2
+ V (r) +

~
2l)l+ 1)

2mr2

]

ul(r) = Eul(r)

on le ondizioni supplementari he 0 ≤ r ≤ ∞ e ul(0) = 0 a�nhé la soluzione non sia singolare

nell'origine.

Supponiamo ora he per r pioli il potenziale V (r) sia trasurabile rispetto a 1/r2, si ha in questo
aso:

−u′′l (r) +
l(l + 1)

r2
ul(r) = 0

e ul(r) deve andare ome una potenza ul(r) ∝ rλ:

λ(λ− 1)rλ−2 = l(l + 1)rλ−2

he ondue evidentemente alle due ondizioni λ = −l e λ = l+1. La soluzione �siamente aettabile

è hiaramente λ = l+1 in quanto nell'altro aso la soluzione andrebbe nell'origine ome r−l e quindi
divergerebbe. La soluzione aettabile va quindi a zero nell'origine ome rl+1

a meno di una ostante,

he deriva dal fatto di aver esluso una soluzione.

La soluzione on V = 0 dipende da ~
2/2m e E = ~

2k2/2m, essa dipende quindi in de�nitiva da

kr ed è del tipo jl(kr). Se il potenziale V = 0 è nullo la soluzione assume quindi la forma:

eikz = eikr cos θ =
+∞∑

l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)jl(kr) =
+∞∑

l=0

ul(kr)

r
Pl(cos θ)

il he permette di riavare:

ul(kr) = r jl(kr)

dove jl(kr) sono le osiddette funzioni sferihe di Bessel (di prima speie). Le analoghe

soluzioni irregolari nell'origine (proporzionali a r−l) sono le funzioni di Neumann (funzioni sferihe

di Bessel di seonda speie). Nel seguito si hiameranno sempliemente �funzioni di Bessel� le prime

e �funzioni di Neumann� le seonde:

jl(kr) ∝ rl

nl(kr) ∝ r−(l+1)

dove vale:

jl(kr) = (−1)lkrl+1

[
1

kr

d

d(kr)

]l
sin(kr)

kr
(3.3a)

nl(kr) = (−1)l(kr)l+1

[
1

kr

d

d(kr)

]l
cos(kr)

kr
(3.3b)

Le funzioni di Bessel ostituisono le soluzioni dell'equazione di Laplae in oordinate ilindrihe,

nel aso in ui ioé la simmetria del problema rende quest'ultimo indipendente da una oordinata

assiale. Per questo, sono spesso hiamate anhe armonihe ilindrihe. Questo è evidentemente il
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aso del problema tridimensionale in esame, dove l'asse di simmetria è quello lungo il moto della

partiella.

Siome l'espansione in serie del seno fornise:

sin kr =

+∞∑

l=0

(−1)l(kr)2l+1

(2l + 1)!

l'operatore fornise sempre una serie regolare in quanto non ompare mai il termine 1/r. Un disorso

analogo può essere fatto per il oseno, he restituise in questo aso sempre una serie non regolare.

La soluzione (3.2) ha allora la forma:

ψ(~r) =
∑

0≤l<+∞
−l≤m≤l

jl(kr)Y
m
l (θ, φ)

Questi autostati del momento angolare della partiella libera sono hiamati onde parziali.

È interessante guardare il omportamento di questa funzione d'onda viino il punto di origine

dello sattering, ovvero per r → 0. Il omportamento della funzione di Bessel è dato da:

lim
r→0

jl(kr) =
(kr)l

(2l+ 1)!

Questo signi�a he per k → 0 tutte le onde parziali vanno veloemente a 0 eetto quella on l = 0.
Per ogni l esiste quindi una sala di energia al di sotto della quale la l-sima inidente è e�ettivamente

zero nella regione di sattering. Questo signi�a he la l-sima omponente dell'onda inidente non

�vede� il bersaglio e quindi il suo ontributo alla sezione d'urto è e�ettivamente nullo. Questo e�etto

è noto ome omportamento soglia (threshold behavior) e ondue al noto risultato he per la maggior

parte dei potenziali esiste un valore ritio di k al di sotto del quale solo lo sattering delle onde

S ontribuise signi�ativamente all'ampiezza di sattering. Questa situazione è nota ome regime

delle onde S (S-wave regim).

Supponiamo ora grandi valori di r e anora trasurabile V (r) rispetto a 1/r2. In questo aso si

ritrova una serie di seni e oseni:

u(r) ∝ A sin(kr) +B cos(kr)

perhé a in�nito non 'è bisogno di imporre la ondizione di non singolarità nell'origine. Tuttavia,

questa ombinazione deve essere unia in quanto a pioli r esiste una sola soluzione. I oe�ienti

devono quindi essere legati fra loro e si può srivere:

ul(r) ≃ Al sin

(

kr − lπ

2
+ δl

)

V = 0 ⇒ δl = 0

dove si è introdotto il termine δl, hiamato phase-shift delle onde parziali di sattering (partial-wave

sattering phase-shift).

Poihé vale la (3.3a), a grandi r predomina il termine:

(−1)l
1

r

dl

drl
sin(kr)

e siome vale cosα = sin(−π/2 + α), per r → ∞ si trova:

eikz +
eikrf(θ)

r
=

+∞∑

l=0

Al
sin(kr − lπ/2 + δl)

r
Pl(cos θ)

Ora vale:

+∞∑

l=0

AlPl(cos θ)
1

r
sin(kr− lπ/2+ δl) =

+∞∑

l=0

Pl(cos θ)(2l+1)il sin(kr−π/2)
1

kr
+ eikr

+∞∑

l=0

fl(θ)Pl(cos θ)
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da ui l'identi�azione:

Al
r

sin(kr − lπ/2 + δl) = (2l + 1)il sin(kr − π/2)
1

kr
+ eikrfl(θ)

e quindi:

Al
r

1

2i

[

ei(kr−lπ/2+δl) − e−i(kr−lπ/2+δl)
]

=
i

4ikr
(2l + 1)

[

ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)
]

+
1

r
eikrfl(θ)

L'uguaglianza delle onde regressive

5

permette ora di determinare Al:

Al(r) = il(2l + 1)
1

k
eiδl

in questo modo l'unia parte regressiva è in eikz . Per fl(θ):

2l + 1

2ki
eiδleiδl =

1

4ik
(2l + 1) + fl(θ) ⇒ fl(θ) =

2l+ 1

k

ei2δl − 1

2i
=

2l+ 1

k
sin δle

iδl

da ui:

fl(θ) =
+∞∑

l=0

2l + 1

k
sin δle

ikδlPl(cos θ)

Questo risultato notevole insieme alla (3.1) mostra he se non 'è sattering, lo shift δl è nullo.
Quindi l'e�etto dello sattering si limita ad introdurre degli sfasamenti δl fra le onde

parziali. Pertanto tutta l'informazione he si può ottenere sul bersaglio, almeno a r =
+∞, è ontenuta nella serie di phase-shift {δ1(k), δ2(k), . . .}.

Sfera impenetrabile

Consideriamo il aso di una sfera impenetrabile, de�nita quindi dal potenziale:

{

r ≤ r0 → V = +∞
r > r0 → V = 0

in questo aso si può rihiedere solo la ontinuità della funzione, ma non della sua derivata prima.

Per r > r0 la soluzione generia è:

ul(kr) = Bljl(kr) + Clnl(kr)

infatti in questo aso non i può essere la singolarità nell'origine dovuta alle funzioni di Neumann

(a r = 0 vale V = +∞). Per r ≤ r0 invee deve valere ul(kr) ≡ 0, di onseguenza basta porre:

Bl = nl(kr0) Cl = −jl(kr0)

L'andamento asintotio risulta allora:

lim
r→+∞

ul(r) ≃
1

r

[

nl(kr0) sin(kr − lπ/2)− jl(kr0) cos(kr − lπ/2)
]

he onfrontata on la forma:

Al
r

[

sin(kr − lπ/2) cos δl − cos(kr − lπ/2) sin δl

]

permette di riavare:

tan δl = − jl(kr0)

nl(kr0)

5

In pratia quella he si è hiamata ondizione di ausalità nell'introduzione.
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ma per kr0 molto piolo vale:







jl(kr0) ≃ −1

l
rl
(
1

r

d

dr

)l
sin(kr)

r

nl(kr0) ≃ −1

l
rl
(
1

r

d

dr

)l
cos(kr)

r

siome si parla di kr pioli, si possono espandere il seno e il oseno in serie di potenze e fermarsi

al primo ordine:

6

jl(kr0) ≃ −1

l
rl
(
1

r

d

dr

)l
(−1)l(kr)2l+1

(2l + 1)!
=

(kr0)
l

(2l+ 1)!!

nl(kr0) ≃
(1 + 2l)!!

rl+1
k

da ui:

tan δl = − (kr0)
2l+1

[(2l + 1)!!]
2

Nel aso di onda sferia S, ovvero l = 0, tan δl = −kr0 e quindi:

f(θ) = − 1

k
kr0 = −r0 ⇒ dσ

dΩ
= r20 ⇒ σ = 4πr20

e quindi 4 volte quello he i si attenderebbe lassiamente, ovvero σ = πr20 .

Sfera penetrabile (�morbida�)

Si onsideri il aso di potenziale de�nito ome:

V (r) =

{

V0 r ≤ r0

0 r > r0

on V0 positivo o negativo. Se si pone E − V0 = ~
2k̃/2m per r ≤ r0, l'equazione radiale diventa:

[

− d2

d(k̃r2)
+
l(l + 1)

(k̃r)2

]

ul(r) = ul(r)

he ha ome soluzioni regolari in 0 proprio le jl(k̃r0). Per r > r0 la soluzione generale è invee:

ul(r > r0) = ajl(kr) + bnl(kr)

on a e b arbitrati e riavati dalle ondizioni di ontinuità sulla funzione e sulla sua derivata prima

in r = r0:

jl(k̃r0) = ajl(kr0) + bnl(kr0)

k̃j′l(k̃r0) = akj′l(kr0) + bkn′
l(kr0)

Ma per gli sfasamenti vale la relazione tan δl = b/a per ui:

tan δl =
k̃jl(kr0)j

′
l(k̃r0)− kjl(k̃r0)j

′
l(kr0)

kjl(k̃r0)n′
l(kr0)− k̃nl(kr0)j′l(k̃r0)

6

Riordiamo he on la notazione n!! si intende il doppio fattoriale o semifattoriale, de�nito ome:

n!! =











n · (n− 2) · . . . · 5 · 3 · 1 n > 0 dispari

n · (n− 2) · . . . · 6 · 4 · 2 n > 0 pari

1 n = −1, 0
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e nel aso kr0 ≪ 1 e k̃r0 ≪ 1 questa relazione diviene:

tan δl ≃ −
[
2ll!/(2l+ 1)!

]

[2l!/(2l+ 1)!]

k̃(kr0)
l+1(l + 1)k̃l+1rl0 − k̃(kr0)

l+1(l + 1)kl+1rl0

k (k̃r0)l+1

kl
(−l)r−(l+1)

0 − k̃
kl
r−l0 (l + 1)k̃l+1rl0

da ui sempli�ando l'espressione:

tan δl ≃
22l(l!)2(2l)!

(2l + 1)!
(l + 1)

k̃ − k

(k + k̃)l + k̃

e siome vale k̃ ± k =
√

2m/~2(
√
E − V0)±

√
E, segue:

tan δl ≃
22l(l!)2(2l)!

(2l + 1)!
(l + 1)(l + 1)

√
E − V0 −

√
E

(
√
E − V0 +

√
E)l +

√
E − V0

e risulta δl ≶ 0 a seonda di V0 ≶ 0.
Disutiamo ora la dipendenza di δl da V (r). Lo sopo �nale è alolare i δ̃l relativi al potenziale

Ṽ (r) una volta noti i δl relativi a V (r) ed essendo Ṽ (r) prossimo a V (r). Si tenga preliminarmente

presente la relazione:

∫ r0

0

[f(r)g′′(r) − f ′′(r)g(r)] dr = f(r)g′(r) − f ′(r)g(r)

∣
∣
∣
∣

r0

0

Le due equazioni di Shrödinger sritte rispetto ai due potenziali V (r) e Ṽ (r) hanno la forma:







[

− ~
2

2m

d2

dr2
+

~
2l(l + 1)

2mr2
+ V (r)

]

ul(r) = Eul(r)

[

− ~
2

2m

d2

dr2
+

~
2l(l + 1)

2mr2
+ Ṽ (r)

]

ũl(r) = Eũl(r)

e appliando la relazione preliminare alle due funzioni ul(r) e ũl(r):

ul(r)ũ
′
l(r)− u′l(r)ũl(r)

∣
∣
∣
∣

r0

0

= ul(r0)ũ
′
l(r0)− u′l(r0)ũl(r0)

perhé deve valere ul(0) = ũl(0) = 0. Se r è su�ientemente grande vale l'espressione asintotia:

ul(r0) → sin(kr0 −
lπ

2
+ δl)

u′l(r0) → k cos(kr0 −
lπ

2
+ δl)

e analogamente per ũl(r0) on δ̃l. Allora:

k

[

sin(kr0 −
lπ

2
+ δl) cos(kr0 −

lπ

2
+ δ̃l)− sin(kr0 −

lπ

2
+ δ̃l) cos(kr0 −

lπ

2
) + δl

]

= k sin(δl − δ̃l)

he sostituita nell'integrale fornise:

2m

~2

∫ r0

0

[

ul(r)ũl(r)
] [

Ṽ (r)− V (r)
]

dr = k sin(δl − δ̃l)

Ora, se Ṽ (r) è viino a V (r) allora ũl(r) è viino a ul(r):

Ṽ (r) = V (r) + δV ⇒ ũl(r) = ul(r) + ϑ(δV )

da ui:

2m

~2

∫ r0

0

ul(r)
[

ul(r) + ϑ(δV )
]

δV dr = k sin(δl − δ̃l)
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e trasurando il termine ϑ(δv), supposto piolo:

2m

~2

∫ r0

0

|ul(r)|2δV dr = k sin(δl − δ̃l)

e si vede he aumentanto Ṽ (r) diminuise δl. Per potenziali pioli vale:

~
2k

2m
sin δ̃l =

∫ r0

0

r2j2l (kr)Ṽ (r)dr Formula di Born

Poihé ~
2k/2m ≡ k/E, il termine Ṽ (r) deve essere misurato rispetto alla sala delle energie,

dunque se Ṽ (r)/E è piolo, allora δl ambia di poo. Il disorso è valido se limr→∞ V (r) = 0
abbastanza rapidamente, in quanto questo andamento deve ompensare il termine r2 nell'integrale.
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Capitolo 4

L'Osillatore Armonio

4.1 Osillatore Armonio Unidimensionale

Si onsideri l'Hamiltoniana quantistia dell'osillatore armonio unidimensionale:

H =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

per trovare lo stato fondamentale si può proedere ome segue. Notiamo innanzitutto he l'Hamil-

toniana si può risrivere nella forma:

1

2
mω2

(

x̂2 − i2p̂2

m2ω2

)

=
1

2
mω2

(

x̂+
ip̂

mω

)(

x̂− ip̂

mω

)

− ~ω

2

dove il termine ~ω/2 deriva dai prodotti inroiati:

ip̂

mω
x̂− x̂

ip̂

mω
= − i

mω
[x̂, p̂] =

~

mω

he moltipliato per mω2/2 fornise proprio il termine ~ω/2. Più in generale vale:

1

H =
1

2
mω2

(

x̂± ip̂

mω

)(

x̂∓ ip̂

mω

)

∓ ~ω

2
(4.1)

Denotando ora on |ν〉 l'autofunzione H |ν〉 = Eν |ν〉 si trova:

H

(

x̂− ip̂

mω

)

|ν〉 =

=

{[
mω2

2

(

x̂− ip̂

mω

)(

x̂+
ip̂

mω

)]

+
~ω

2

}(

x̂− ip̂

mω

)

|ν〉 =

= (Eν + ~ω)

(

x̂− ip̂

mω

)

|ν〉

ed in modo analogo:

H

(

x̂+
ip̂

mω

)

|ν〉 = (Eν − ~ω)

(

x̂+
ip̂

mω

)

|ν〉

Ora, dall'ipotesi he |ν〉 sia un autovettore:

〈ν| p̂
2

2m
+

1

2
mω2x̂2|ν〉 = Eν〈ν | ν〉 = Eν

1

Si noti he la (4.1) implia he:

[

1

2
mω2

(

x̂± ip̂

mω

)(

x̂∓ ip̂

mω

)

∓ ~ω

2

]

|ν〉 = E|ν〉

ovvero he l'energia minima del sistema � orrispondente all'autofunzione |0〉 � vale E0 = ~ω/2.
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ma:

2

Eν =
1

2m
‖p̂ν‖+ mω2

2
‖x̂ν‖ ≥ 0

e quindi per un osillatore armonio risulta sempre Eν ≥ 0, ovvero he gli autovalori di H sono

limitati inferiormente. La serie disendente di autovalori si deve pertanto fermare quando risulta

(x̂+ ip̂/mω)|ν̃〉 = 0, ovvero tenendo onto he p̂ = −i~ d/dx:
(

x+
~

mω

d

dx

)

fν̃(x) = 0

e quindi:

d

dx
fν̃(x) = −mω

~
xfν̃(x) ⇒

dfν̃(x)

fν̃(x)
= −mω

~
x dx⇒ fν̃(x) = fν̃(0)e

−mω
2~ x

2

Ma l'autovalore orrispondente a |0〉 è già noto: E0 = ~ω/2. Pertanto gli unii valori permessi sono

quelli he disendendo di ~ω ad ogni passo arrivano a ~ω/2,3 sono quindi dati da (2n + 1)~ω/2.
De�niamo gli operatori:

4

â =

√
mω

2~

(

x̂+
ip̂

mω

)

â† =

√
mω

2~

(

x̂− ip̂

mω

)

a meno di un fattore di normalizzazione, questi sono gli operatori già inontrati nella (4.1), si

sa già dunque he essi riduono ed aumentano gli autovalori dell'energia di ~ω. Inoltre, poihè il

ommutatore vale :

[
a, a†

]
= −mω

2~
i
[x, p]

mω
= −2mω

2~
i
i~

mω
= 1

l'Hamiltoniana dell'osillatore armonio si può srivere nella forma:

H = ~ω

(

aa† − 1

2

)

= ~ω

(

a†a+
1

2

)

Denotando ora on N̂ l'operatore a†a e |n〉 un'autofunzione di N̂ ,

5

si ha:

Na|n〉 = (a†a)a|n〉 = (aa† − 1)a|n〉 = a(N − 1)|n〉 = (n− 1)a|n〉

e analogamente:

N̂a|n〉 = (a†a)a†|n〉 = a†(aa†)|n〉 = a†(1 + a†a)|n〉 = a†(1 + N̂)|n〉 = (n+ 1)a†|n〉

Quindi se |n〉 è autostato di N̂ on autovalore n, allora a|n〉 è anora autostato di N̂ ma on

autovalore (n− 1), mentre a†|n〉 è autostato di autovalore (n+ 1).
In pratia, l'operatore â �distrugge� un livello di energia, mentre â† �rea� un livello di energia.

6

Valutiamo ora l'azione preisa degli operatori sfruttando il fatto he a†a|n〉 = n|n〉.

a|n〉 = Cn|n− 1〉 → 〈n|a†a|n〉 = n〈n | n〉 ≡ |Cn|2〈n | n〉
a†|n〉 = Cn|n+ 1〉 → 〈n|aa†|n〉 = 〈n|a†a+ 1|n〉 = (n+ 1)〈n | n〉 ≡ |Cn|2〈n | n〉

2

Infatti, ad esempio, 〈ν| p̂2

2m
|ν〉 = 1

2m
〈p̂ν | p̂ν〉 = ‖p̂ν‖ ≥ 0.

3

Altrimenti, se si potesse anora disendere anora, l'autovalore suessivo sarebbe −~ω/2 adendo in

ontraddizione.

4

Nel seguito, quando non i sarà rishio di fraintendimento, si ometterà spesso la notazione �appello�.

5

Srivendo l'Hamiltoniana in termini di questo operatore e riordando l'espressione trovata per gli autovalori, si

trova:

~ω

(

N̂ +
1

2

)

|n〉 = ~ω

(

n+
1

2

)

|n〉

da ui si dedue he l'operatore N̂ su uno stato |n〉 restituise il numero n dei quanti di energia. Per questo i si

riferise a N̂ ome all'operatore numero.

6

Per questo vengono indiati rispettivamente ome operatore di distruzione e operatore di reazione.
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4.1 Osillatore Armonio Unidimensionale 37

da ui:

â|n〉 = √
n |n− 1〉

â†|n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉

La loro rappresentazione matriiale è data quindi da:

â =



















0
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â† =
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0
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0 0
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0 0 0 · · ·

√
n+ 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.



















Lo stato fondamentale dell'osillatore armonio è dato da:

|0〉 = ψ0e
−mω

s~
x2

e per appliazione iterata dell'operatore di reazione sullo stato fondamentale è possibile ottenere

tutta la base:

|n〉 = 1

n!
(a†)n |0〉

mentre gli operatori x̂ e p̂ in termini degli operatori di reazione e distruzione sono dati da:

x =

√

~

2mω
(a+ a†) p =

√

1

2~mω

(a− a†)

i

Si onsideri ora una perturbazione lineare del tipo W = ǫkx. Per ragioni dimensionali deve

risultare k =
√
m~ω3

. L'Hamiltoniana del sistema perturbato è data da:

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 + ǫkx ≡ H0 +H ′ H ′ ≡ ǫk

√

~

2mω
(a+ a†)

la orrezione al primo ordine è pertanto data da:

〈n|H ′|n〉 = ǫk

√

~

2mω
〈n|a+ a†|n〉 =

= ǫk

√

~

2mω

(√
n 〈n | n− 1〉+

√
n+ 1 〈n | n+ 1〉

)
= 0

Dunque la orrezione al primo ordine E
(1)
n è nulla e bisogna alolare quella al seondo:

E(2)
n = ǫk

√

~

2mω

∑

m

|H ′
mn|2

E
(0)
n − E

(0)
m

gli elementi di matrie sono dati da:

H ′
mn = ǫk

[√

~

2mω
δm,n−1

√
n+

√

~

2mω
δm,n+1

√
n+ 1

]

la sommatoria si ridue quindi a due termini:

E(2)
n = ǫ2k2

~

mω

[
n

~ω
+
n+ 1

−~ω

]

= − ǫ2k2

2mω2
= E(2)

n
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38 L'Osillatore Armonio

La orrezione al seondo ordine si può ottenere anhe per altra via (soluzione esatta), srivendo

l'Hamiltoniana ome:

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 + ǫkx+∆E −∆E

e segliendo ∆E in modo da ompletare il quadrato, ovvero proprio − ǫ2k2

2mω2 .
7

Si onsideri in�ne una perturbazione W ∝ x4. Anora per ragioni dimensionali risulta H ′ =
m2ω4

~ω x4. Risulta anhe:

x =

√

~

2mω
(a+ a†) ⇒ x4 =

~
2

4m2ω2
(a+ a†)4

Per evitare il alolo di (a + a†)4, he diviene rapidamente omplesso in quanto a e a† non

ommutano, si può notare he:

〈n|x4|n〉 = ‖x2|n〉‖
riduendosi quindi al alolo di:

x2|n〉 = ~

2mω
(a2 + a†2 + aa† + a†a)|n〉 = ~

2mω
(a2 + a†2 + 2n+ 1)|n〉 =

=
~

2mω

[√

n(n+ 1) |n− 2〉+
√

(n+ 1)(n+ 2) |n+ 2〉+ (2n+ 1)|n〉
]

e quindi:

〈n|x4|n〉 = ~
2

4m2ω2

[
n(n+ 1) + (n+ 1)(n+ 2) + (2n+ 1)2

]

ed in de�nitiva:

E(1)
n = ǫ

m2ω3

~

~
2

4m2ω2

[
n2 − n+ n2 + 3n+ 2 + 4n2 + 4n+ 1

]
=

=
3

4
ǫ~ω(2n2 + 2n+ 1)

Se il termine ǫ · 2n2 ∼ 1, allora lo sviluppo perturbativo non è più leito. D'altra parte questo è

evidente, visto he per n elevato le funzioni d'onda non sono più loalizzate nell'origine e quindi il

termine in x4 diventa predominante. In questo aso, anzi, è addirittura il termine in x2 he dovrebbe
essere onsiderato ome perturbazione (osillatore anarmonio quartio).

Per il seondo ordine, a ausa del termine (a + a†) si onsiderano i termini he si spostano di 4

posti e di 2 posti:

E(2)
n = ǫ

[

|H ′
n−4,n|2

4~ω
+

|H ′
n−2,n|2

2~ω
+

|H ′
n+2,n|2

−2~ω

|H ′
n+4,n|2

−4~ω

]

Il alolo dei termini H ′
n−4,n è semplie:

H ′
n−4,n = 〈n− 4|x4|n〉 = 〈n− 4|a4|n〉 = ~

4m2ω2

ǫm2ω2

~

√

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

per ui:

|H ′
n−4,n|2 =

ǫ2~2ω2

16
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

ed in modo analogo:

H ′
n+4,n = 〈n+ 4|x4|n〉 = 〈n+ 4|a†4|n〉 = ~

4m2ω2

ǫm2ω2

~

√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

7

Infatti:

(

1

2
mω2x2 + ǫkx

)

=

(

1

2
mω2x2 + 2ǫ k

1√
2

√
mωx

1√
2mω

+
ǫ2k2

2mω2

)

− ǫ2k2

2mω2
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4.2 Osillatore Armonio Tridimensionale 39

per il alolo dei termini H ′
n±2,n si deve invee tenere onto di tutti i movimenti possibili di salita e

disesa dallo stato n:

〈n− 2|a3a† + a2a†a+ a†a3 + aa†a2|n〉 = ~
2

4m2ω2

√

n(n− 1) (4n− 2)

e:

|H ′
n−2,n|2 =

ǫ2~2

32m2ω2

m2ω3

~
n(n− 1)(4n− 2)2 =

ǫ2~ω

32
n(n− 1)(4n− 2)2

L'altro termine si trova in maniera analoga:

|H ′
n+2,n|2 = − ǫ

2
~ω

32
(n+ 1)(n+ 2)(4n+ 6)2

e la orrezione E
(2)
n è data dalla somma dei due termini.

4.2 Osillatore Armonio Tridimensionale

Il aso dell'osillatore armonio tridimensionale presenta forte degenerazione e possono essere trovate

tre basi diverse.

- Base Cartesiana

L'Hamiltoniana del sistema è data da:

H =
1

2
mω2|~r|2 + 1

2m
|~p|2 ≡ H(x) +H(y) +H(z)

dove le H(i)
sono le Hamiltoniane dell'osillatore armonio unidimensionale, rispettivamente lungo

x, y e z. Poihé vale:
[

H(i), H(j)
]

= 0 i 6= j

si possono erare autofunzioni del tipo ψ0 = e−
mω2

2~ (x2+y2+z2)
. In questo aso risulta (base artesia-

na):

H |nx, ny, nz〉 = ~ω(nx + ny + nz +
3

2
)|nx, ny, nz〉

Si possono de�nire gli operatori di reazione e distruzione nelle tre direzioni âx, ây e âz; â
†
x, â

†
y e â

†
z.

In termini di questi operatori le oordinate sono espresse da:

x̂ =

√

~

2mω
(âx + â†x) ŷ =

√

~

2mω
(ây + â†y) ẑ =

√

~

2mω
(âz + â†z)

p̂x =

√

1

2m~ω

(âx − â†x)

i
p̂y =

√

1

2m~ω

(ây − â†y)

i
p̂z =

√

1

2m~ω

(âz − â†z)

i

È possibile inoltre de�nire un operatore di reazione �totale� ome:

(a†x)
nx(a†y)

ny (a†z)
nz

√
nx!ny!nz!

|0, 0, 0〉 = |nx, ny, nz〉

- Base Polare

Siome l'Hamiltoniana ommuta on L2
e Lz,(

8

) si può segliere ome base ||n, l,m〉, introduen-
do il numero quantio he dipende dall'energia n = nx+ny+nz. Questa è la osiddetta base polare.

L'uso di n ome numero quantio introdue degenerazione, he è data da

(n+2)!
n!2! = 1

2 (n+1)(n+2). Gli

8

Si veri�a failmente he risulta:

[

H,L2
]

= [H,Lz] = 0
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40 L'Osillatore Armonio

operatori a e a† sono in questo aso vettori,

9

in quanto ombinazioni di ~r e ~p. Questi ostituisono
un tensore irriduibile T (1)

:

T
(1)
h |0, 0, 0〉 ∝ |1, 1, h〉

on la degenerazione dettata da h. Poihé dati T
(p)
q , T̃

(r)
s vale la relazione:

∑

q+s=m

= Cp r lq s mT
(p)
q T̃ (r)

s = T (l)
m

allora:

C1 1 l
k h nT

(1)
h T

(1)
k = T (l)

m

e la simmetria rihiede l=0, 2. Segue:

T
(1)
h T

(1)
k |0, 0, 0〉 ∝ |2, (0, 2),m〉

per altri stati:

(a†x − ia†y)|0, 0, 0〉 ∝ ||n, n,−n〉

Esprimiamo ora

~L e Lz in funzione di a e a†. Innanzitutto è noto he:

Lz = xpy − ypx

on x = ax + a†x e py = ay − a†y. Ma allora Lz è bilineare in a e a† e dovendo ommutare on n

non può possedere termini tipo a†yay e axay, in quanto questi ultimi non ommutano. Allora può

essere sritto solo ome a†xay − a†yax. L'assenza di prodotti axa
†
y è garantita invee dal fatto he Lz

è espresso ome un prodotto vettoriale. Siome ~p introdue un oe�iente i~:

Lz ∝ (a† × a)z

ovvero:

~L ∝ i~(~a† × ~a)

In e�etti, per alolo diretto si ottiene:

Lz =

√

~

2mω
(ax + a†x)

√

~mω

2

(ay − a†y)

i
−
√

~

2mω
(ay + a†y)

√

~mω

2

(ax − a†x)

i

e svolgendo i prodotti si riava:

~

i
(a†xay − a†yax) = −i~(a†xay − a†yax) = Lz

e n risulta dato da a†xax + a†yay + a†zaz = ~a† · ~a. La matrie ostruita ome:





a†xax a†yax a†zax
a†xay a†yay a†zay
a†xaz a†yaz a†zaz





permette di ostruire 9 operatori indipendenti: 3 per il momento angolare, 1 per l'energia. Le altre

5 omponenti ostituisono invee un T (2)
he ommuta on n.

T (2)
m ||2, 0, 0〉 = ||2, 2,m〉

e espliitamente:

T
(2)
±2 = (a†x ± ia†y)(ax ± iay)

T
(2)
1 = (a†x + ia†y)az + a†z(ax + iay)

T
(2)
0 = (a†xax + a†yay + a†zaz)

9

In e�etti, si può onsiderare

~̂a ≡ (âx; ây , âz) e ~̂a† ≡ (â†x; â
†
y , â

†
z)
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4.2 Osillatore Armonio Tridimensionale 41

- Base Cilindria

Per l'osillatore armonio tridimensionale si può utlizzare anhe una base ilindria, de�nita ome:

‖|n+, n0, n−〉 =
1

√
n+!n0!n−!

{[

a†x + ia†y√
2

]n+

(a†z)
n0

[

a†x − ia†y√
2

]n−
}

=

=
(

T
†(1)
1

)n+
(

T
†(1)
0

)n0
(

T
†(1)
−1

)n−

(4.2)

dove risulta:

n = n+ + n0 + n−

nz = n0

m = n+ + n−

nx + ny = n+ + n−

(4.3)

Si possono ora introdurre gli operatori de�niti ome:

a± =
1√
2
(ax ± iay) a†± =

1√
2
(a†x ± ia†y)

e notando he sussistono le relazioni:

[

a+, a
†
+

]

=
[

a−, a
†
−

]

= 1

si possono onsiderare gli operatori a+, a
†
+ (e i orrispondenti a−, a

†
−) ome gli operatori di

distruzione/reazione di n+ (o orrispondentemente di n−). La (4.2) diventa allora:

‖|n+, n0, n−〉 =
1

√
n+!n0!n−!

(a†+)
n+(a†z)

n0(a†−)
n−‖|0, 0, 0〉

Il passaggio fra le tre basi può essere e�ettuato tramite le (4.3) o on le seguenti:

n± =
n− nz ±m

2
n0 = nz

In tal modo si riava:

‖|n+, 0, 0〉 = ||n+, n+, n+〉
‖|0, 0, n−〉 = ||n+, n−,−n−〉
‖|n, 0, 0〉 = ||n, n, n〉
‖|0, 0, n〉 = ||n, n,−n〉

Si possono poi de�nire gli operatori L± = Lx ± iLy. L'espressione di questi operatori in termini

degli operatori di reazione e distruzione è data da:

L+ = Lx + iLy = ~[i(aya
†
z − aza

†
y) + i2(aza

†
x − axa

†
z)] =

= ~[a†z(ax + iay)− az(a
†
x + ia†y)] = ~

√
2(a†za− + aza

†
+)

Per L− si possono e�ettuare dei aloli analoghi, ottenendo quindi:

L± = ~
√
2(±a†za∓ + aza

†
±)

Il passaggio da oordinate artesiane a polari non è immediato, in quanto manano delle relazioni

fra n e l,m. Può omunque tornare utile notare he on n pari vale l = 0, 2, . . . , n − 2, , n mentre

on l dispari vale l = 1, 3, . . . , n − 2, n, ed in ogni aso −n ≤ m ≤ n. In aluni asi si possono però

riavare gli autostati dell'energia. Questo è il aso di l = m = 0:

(a†2x + a†2y + a†2z )k|0, 0, 0〉 = f(k)||2k, 0, 0〉
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42 L'Osillatore Armonio

dove f(k) è un fattore di normalizzazione da determinare.

Per gli stati on n = l si può sfruttare il tensore T
(l)
m (a†) = rlY ml (θ, ϕ) sul quale si esegue la

sostituzione:

r sin θ cosϕ→ a†x

r sin θ sinϕ→ a†y

r cos θ → a†z

in quanto, ad esempio, r sin θ e±iϕ → a†x ± ia†y. Allora si può ostruire:

T (l)
m (a†)||0, 0, 0〉 = g(l)||l, l,m〉

on g(l) anora fattore di normalizzazione da determinare. Combinando le due, in generale si ottiene:

(a†2x + a†2y + a†2z )kT (l)
m (a†)||0, 0, 0〉 = h(l, k)||l + 2k, l,m〉

La dipendenza da k della f(k) si può alolare ome segue:

[
a2x + a2y + a2z, a

†2
x + a†2y + a†2z

]
= 2[2(nx + ny + nz) + 3] = 2(2n+ 3)

per ui segue:

〈n, n,m||
[
a2x + a2y + a2z, a

†2
x + a†2y + a†2z

]
||n, n,m〉 = 2(2n+ 3)

Poihé non si può veri�are n < l, si trova:

〈n, n,m||
[
a2x + a2y + a2z, a

†2
x + a†2y + a†2z

]
||n, n,m〉 =

|〈n+ 2, n,m||(a†2x + a†2y + a†2z )||n, n,m〉|2

segue quindi:

(a†2x + a†2y + a†2z )||0, 0, 0〉 =
√

2(2n+ 3)||n+ 2, n,m〉
da ui:

(a†2x + a†2y + a†2z )||0, 0, 0〉 = 2k/2||2k, 0, 0〉

4.2.1 Osillatore Tridimensionale: un eserizio

Si onsideri ome primo esempio l'Hamiltoniana:

H =
~p2

2m
+

1

2
mω2~r2 + ωLz + ε

m

2
ω2z2 + η

ω

~

~L2

e se ne trovino gli autovalori.

Se ε = 0, allora l'Hamiltoniana H = ~p2

2m + 1
2mω

2~r2+ωLz+ η
ω
~
~L2

è diagonale nella base ||n, l,m〉.
I suoi autovalori sono in questo aso:

E = ~ω

(

n+m+
3

2

)

+ η~ω l(l + 1)

ed essendo n+m = 2n++n0 l'energia non dipende da n− ed è quindi degenere in�nite volte. Poihé

n+m è intero, si ha ulteriore degenerazione se [l(l+1)−l′(l′+1] è un intero, perhé essendo entrambi
interi esistono ombinazioni lineari he danno lo stesso valore di E.

Se invee η = 0, l'Hamiltoniana H = ~p2

2m + 1
2mω

2~r2 + ωLz + εm2 ω
2z2 risulta diagonale nella base

ilindria ‖|n+, n0, n−〉. Gli autovalori in questo aso saranno:

E = ~ω(2n+ + 1) + ~ω′
(

n0 +
1

2

)
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e di nuovo sono in�nitamente degeneri se ω′ = ω
√
1 + ε. Infatti:

H =
~p2

2m
+

1

2
mω2(x2 + y2) +

1

2
mω2(1 + ε)z2 + ωLz

e poihé nx + ny = n+ + n−, nz = n0 e Lz va in m, gli autovalori sono:

E = ~ω(nx + ny + 1) + ~ω′
(

nz +
1

2

)

+m~ω =

= ~ω(n+ + n− + 1) + ~ω′
(

n0 +
1

2

)

+ ~ω(n+ + n−) =

= ~ω(2n+ + 1) + ~ω′
(

n0 +
1

2

)

on ω′ = ω
√
1 + ε. Questo è esattamente quanto trovato sopra. È evidente he 'è ulteriore degene-

razione se:

ω(2n+ + 1) + ω′
(

n0 +
1

2

)

= ω(2n′
+ + 1) + ω′

(

n′
0 +

1

2

)

⇒

⇒ 2(n+ − n′
+)ω = (n′

0 − n0)ω
′ ⇒ ω′

ω
=

2k

h
k, h ∈ Z

Sia ora il aso ε = 3. Si onsideri il aso dell'Hamiltoniana imperturbata:

H0 =
~p2

2m
+

1

2
mω2(x2 + y2 + 4z2) + ωLz H ′ = η

ω

~

~L2

Nella base ilindria si ha:

H0‖|n+, n0, n−〉 = 2~ω(n+ + n0 + 1)‖|n+, n0, n−〉

infatti:

H0 =
~p2

2m
+

1

2
mω2(x2 + y2+) + 2mω2z2 + ωLz

poihè vale sempre nx + ny = n+ + n−, nz = n0 e m = n+ + n− si riava l'autovalore:

E = ~ω(nx + ny + 1) + 2~ω

(

n0 +
1

2

)

+m~ω =

= ~ω(n+ + n− + 1) + 2~ω

(

n0 +
1

2

)

+ (n+ + n−)~ω =

= ~ω(2n+ + 2n0 + 2) ⇒ E = 2~ω(n+ + n0 + 1)

he è quanto a�ermato sopra. Per alolare la perturbazione onviene invee srivere

~L2
in termini

di a+ e a−:

~L2 =
1

2
(L+L− + L−L+) + L2

z

ed essendo:

L± = ~
√
2(a†±a0 ± a†0a∓) Lz = ~(n+ − n−) n± = a†±a±

si riava:

1

~2
L2 = (n+ − n−)

2 + 2n0(n+ − n− + 1) + n+ − n− + 2(a†+a
†
−a

2
0 + a+a−a

†2
0 )

gli ultimi due addendi sono fuori diagonale, per ui:

E(1) = η~ω[m2 + 2n0(n+ − n− + 1) + n+ − n−]
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Si prendano ora i due termini fuori diagonale non onsiderati prima:

H ′‖|n+, n0, n−〉 = E(1)‖|n+, n0, n−〉+
+ 2
√

(n+ + 1)(n− + 1)n0(n0 − 1) ‖|n+ + 1, n0 − 2, n− + 1〉+
+ 2
√

n+n−(n0 + 1)(n0 + 2) ‖|n+ − 1, n0 + 2, n− − 1〉

La orrezione al II ordine è data quindi da:

E(2) =
ηω2

~
2

2~ω
4[(n+ + 1)(n− + 1)n0(n0 − 1)− n+n−(n0 + 1)(n0 + 2)]

Sia ora η = 1/2. Si onsideri l'Hamiltoniana imperturbata:

H =
~p2

2m
+

1

2
mω2~r2 + ωLz + η

ω

~

~L2

on:

H ′ = ε
m

2
ω2z2

nella base polare si ha:

H0||n, l,m〉 = ~ω

[

n+
3

2
+m+

1

2
l(l+ 1)

]

||n, l,m〉

H ′
si esprime in termini di az, ioé z =

√

~/2mω(az + a†z), riavando:

H ′ = ε
~ω

4
(a2z + a†2z + 2nz + 1)

da ui:

H ′ = ||0, 0, 0〉 = ε
~ω

4

(

||0, 0, 0〉+
√
2|0, 2, 0〉

)

e le orrezioni sono:

E
(1)
||0,0,0〉 = ε

~ω

4

E
(2)
||0,0,0〉 = −ε2~

2ω2

16
2




1/3

E
(0)
||2,0,0〉 − E

(0)
||0,0,0〉

+
2/3

E
(0)
||2,2,0〉 − E

(0)
||0,0,0〉





4.2.2 Osillatore Tridimensionale: un altro eserizio

Dato un osillatore armonio tridimensionale, alolare le modi�he al seondo ordine della pertur-

bazione:

H ′ = ǫ
(mω

~

)3/2

~ωz(x2 + y2)

Siome sia z he x2 + y2 sono invarianti per rotazione intorno all'asse z, si può onsiderare la

base ilindria ‖|n+, n0, n−〉, in ui:

z =

√

~

2mω
(a†z+az)







x+ iy =

√

~

mω
(a− − a†+)

x− iy =

√

~

mω
(a†− − a+)

⇒ (x2+y2) =
~

mω
(a†+a++a

†
−a−+1−a†+a†−−a+a−)

dove si sono sfruttate le relazioni:

[

a−, a
†
−

]

= 1 → a−a
†
− = 1 + a†−a− ; a†+a+ = n+ ; a†−a− = n−
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Segue allora:

H ′|||n+, n0, n−〉 =
ǫ~ω√
2

(

a†0 + a0

)(

−a†+a†− − a−a+ + n+ − n− + 1
)

|||n+, n0, n−〉 =

=
ǫ~ω√
2

[

−
√

(n+ + 1)(n0 + 1)(n− + 1) |||n+ + 1, n0 + 1, n− + 1〉+

−
√

n+n−(n0 + 1)|||n+ − 1, n0 + 1, n− − 1〉+
√
n0 + 1(n+ + n− + 1)|||n+, n0 + 1, n−〉+

−
√

n0(n+ + 1)(n− + 1)|||n+ + 1, n0 − 1, n− + 1〉 − √
n+n−n−|||n+ − 1, n0 − 1, n−− 1〉+

+
√
n0 (n+ + n− + 1)|||n+, n0 + 1, n−〉

]

Poihé non i sono elementi diagonali le orrezioni al I ordine E(1) = 0 sono nulle. Per le orrezioni

al II ordine, si nota he nei 6 stati preedenti i sono solo variazioni di ∆n = ±3,±1. Questo signi�a
he la orrezione può essere sritta ome:

∑

Stati non

ortogonali

(
H ′

∆n=3

−3~ω
+
H ′

∆n=3

3~ω
+
H ′

∆n=1

−~ω
+
H ′

∆n=−1

~ω

)

dove i singoli termini hanno la forma:

H ′
∆n=3 = 〈n+, n0, n−|H ′|n+ + 1, n0 + 1, n− + 1〉〈n+ + 1, n0 + 1, n− + 1|H ′|n+, n0, n−〉

H ′
∆n=−3 = 〈n+, n0, n−|H ′|n+ − 1, n0 − 1, n− − 1〉〈n+ − 1, n0 − 1, n− − 1|H ′|n+, n0, n−〉
H ′a

∆n=1 = 〈n+, n0, n−|H ′|n+, n0 + 1, n−〉〈n+, n0 + 1, n−|H ′|n+, n0, n−〉
H ′b

∆n=1 = 〈n+, n0, n−|H ′|n+ + 1, n0 − 1, n− + 1〉〈n+ + 1, n0 − 1, n− + 1|H ′|n+, n0, n−〉
H ′a

∆n=−1 = 〈n+, n0, n−|H ′|n+, n0 − 1, n−〉〈n+, n0 − 1, n−|H ′|n+, n0, n−〉
H ′b

∆n=−1 = 〈n+, n0, n−|H ′|n+ − 1, n0 + 1, n− − 1〉〈n+ − 1, n0 + 1, n− − 1|H ′|n+, n0, n−〉
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Capitolo 5

Formulazione Covariante

dell'Elettromagnetismo

5.1 Rihiami di Relatività Speiale

Le trasformazioni di Galileo, valide a bassa veloità, sono nel aso di traslazione lungo l'asse z e

rotazione di un angolo θ intorno allo stesso asse z:







z′ = z + vt

x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

t = t′

La teoria della relatività introdue le relazioni:

z′ = γ(z + vt)

ct′ = γ
(

ct+
v

c
z
)

dove γ ≡ 1/
√

1− β2
, β ≡ v/c. L'invarianza per rotazioni fornise:

z′2 − c2t′2 = γ2(z2 +✘✘✘2vzt+ v2t2)− γ2
(

c2t2 +✘✘✘2vzt+
v2

c2
z2
)

=

= z2γ2
(

1− v2

c2

)

+ γ2t2(v2 − c2) = z2��γ
2 1

��γ
2
+��γ

2c2t2
1

��γ
2
=

= z2 − c2t2

ovvero:

~r2 − c2t2 = ~r′2 − c2t′2

Per rendere più espliita la forma delle trasformazioni di Lorentz si può porre γ ≡ cosh ζ e γ2 − 1 =
sinh ζ, ovvero interpretare la quantità γ ome legata ad un angolo di rotazione immaginario ζ:

(
z′

ct′

)

=

(
cosh ζ sinh ζ
sinh ζ cosh ζ

)(
z
ct

)

L'introduzione di un quadrivettore spaziotempo xµ ≡ (~r, ct) permette di introdurre la quadrive-

loità:

~v =
d~r

dt
=

d~r

d(t
√

1− d~r
d(c2t2) )

=
d~r

d(t
√

1− β2)
= γ

d~r

dt
= γ~v
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la ui quarta omponente è data da γc:

γ~v ≡
(

γ
d~r

dt
, γc

)

Si de�nise allora quantità di moto relativistia ~p = m~v = m0γ~v, ovvero pµ ≡ (m0γ~v,m0γc). Svilup-
pando intorno allo zero la quarta omponente del quadrimpulso (ovvero nel limite non relativistio):

m0γc =
m0c

√

1− β2
= m0c

(

1 +
v2

2c2
+ o(3)

)

≃ m0c+
1

2c
m0v

2

ovvero, la quarta omponente m0γc
2
è l'energia. La derivata rispetto al tempo del quadrimpulso

deve quindi fornire la forza e il lavoro:

d

dt
p4 = m0c

d

dt

1
√

1− v2/c2
=

1

✁2
m0c

(

1− v2

c2

)−3/2

✁2~v
d~v

dt
= m0✁cγ

3~a · ~v
c✄2

e:

~p2 − p24 = γ2m2
0(v

2 − c2) = −m2
0c

2

5.2 Formulazione Covariante delle Equazioni di Maxwell

Si onsiderino le equazioni di Maxwell:

1







~∇ · ~E = +4π̺

~∇× ~E = −1

c

∂ ~H

∂t







~∇ · ~H = 0

~∇× ~H = 4π
̺~v

c
+

1

c

∂ ~E

∂t

Come è noto, il fatto he la divergenza del ampo magnetio

~H è identiamente nulla

2

indue a

srivere

~H ome il rotore di un ampo:

~H = ~∇× ~A

Infatti la divergenza di un rotore è identiamente nulla se sono soddisfatte le ipotesi del terema di

Shwarz.

3

Questa srittura permette di dedurre:

~∇× ~E = −1

c

∂

∂t
(~∇× ~A) = −1

c
~∇×

(

∂ ~A

∂t

)

⇒ ~∇×
(

~E +
1

c

∂ ~A

∂t

)

= 0

Il ampo

~E + 1
c
∂ ~A
∂t è quindi irrotazionale, pertanto si può a sua volta srivere ome il gradiente di

un ampo salare φ:

~E +
1

c

∂ ~A

∂t
= ~∇φ ⇒ ~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ

pertanto i ampi

~E e

~H soluzioni delle equazioni di Maxwell si possono srivere tramite i potenziali

~A e φ:

~H = ~∇× ~A ~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ (5.1)

I potenziali

~A e φ prendono rispettivamente il nome di potenziale vettore e potenziale salare. Sosti-

tuendo queste espressioni nelle equazioni del �usso del ampo elettrio e della generalizzazione della

1

In questo paragrafo per omodità di onvenzione si useranno le lettere E e H per indiare il ampo elettrio e

magnetio.

2

Si riordi he questa srittura implia he i monopoli magnetii non esistano.

3

Vale forse la pena di riordare he le ondizioni per la validità del teorema di Shwarz sono he la funzione deve

essere di lasse C(2)
e he sia de�nita su un insieme aperto e sempliemente onnesso.
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legge di Ampére (ovvero le altre due equazioni di Maxwell) si riavano le equazioni orrispondenti

per i potenziali:

~∇ ·
(

−1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ

)

= −∇2φ− 1

c

∂

∂t
~∇ · ~A = 4π̺ (5.2a)

~∇×
(

~∇× ~A
)

= −∇2 ~A+ ~∇(~∇ · ~A) = 4π
̺~v

c
+

1

c

∂

∂t

(

−1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ

)

(5.2b)

dove si è tenuto onto della relazione vettoriale

~∇× (~∇× ~V ) = ~∇(~∇ · ~V )−∇2~V . Queste equazioni,
note anhe ome equazioni elettrodinamihe desrivono la propagazione dei due potenziali vettore e

salare, tuttavia queste due equazioni risultano aoppiate.

Grazie al margine di arbitrarietà ompreso nella de�nizione dei potenziali è possibile però disa-

oppiarle. Questo margine di arbitrarietà deriva dal fatto he appliando determinate trasformazioni

ai potenziali, le equazioni di evoluzione rimangano inalterate: in altri termini, appliando queste

trasformazioni ai potenziali (dette trasformazioni di Gauge) le espressioni dei ampi elettrio e ma-

gnetio non variano. Lo sopo �nale he si ha in mente qui è quello di disaoppiare le due equazioni

e di renderle allo stesso tempo invarianti relativistiamente.

Innanzitutto si osservi he siome il rotore di un ampo gradiente è sempre nullo e denotando

on Ψ un ampo su�ientemente regolare, si ha he la trasformazione

~A −→ ~A + ~∇Ψ non altera

il ampo magnetio. Se si inserise questa trasformazione nella seonda delle (5.1) si trova per il

ampo elettrio:

~E = −1

c

∂

∂t
( ~A+ ~∇Ψ)− ~∇φ = −1

c

∂

∂t
~A− ~∇

(
1

c

∂Ψ

∂t

)

− ~∇φ

e si vede he a�nhé anhe il ampo elettrio resti invariato il potenziale salare deve far omparire

un termine he ompensi quello aggiuntivo derivante dal potenziale vettore, deve trasformare ioé

ome φ −→ φ− 1
c
∂
∂tΨ. Quindi le trasformazioni sui potenziali:







~A −→ ~A+ ~∇Ψ

φ −→ φ− 1

c

dΨ

dt

rimangono invariate le equazioni di Maxwell. Avendo sempre in mente di disaoppiare le equa-

zioni elettrodinamihe (5.2a) e (5.2b) e metterle in una forma relativistiamente invariante, si può

utilizzare la libertà di selta fornita dalla Ψ per fare in modo he nella (5.2a) risulti

~∇ · ~A = −1

c

∂

∂t
φ ⇒ ~∇ · ~A+

1

c

∂

∂t
φ = 0 (5.3)

Questa partiolare selta prende il nome di Gauge di Lorenz ed è un invariante di Lorentz. In

questo modo la prima equazione si disaoppia e prende la forma di un'equazione delle onde:

−∇2φ− 1

c

∂

∂t
~∇ · ~A = −∇2φ+

1

c2
∂2φ

∂t2
= 4π̺

Questa selta risulta oerente, si vede infatti he sostituita nella (5.2b) permette anhe a questa

equazione di disaoppiarsi e assumere la forma di un'equazione delle onde:

−∇2 ~A+ ~∇(~∇ · ~A) = 4π
̺~v

c
+

1

c

∂

∂t

(

−1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ

)

⇒

−∇2 ~A+✘✘✘✘✘~∇(~∇ · ~A) = 4π
̺~v

c
− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
−
✟✟✟✟✟✟
~∇
(
1

c

∂

∂t
φ

)
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ovvero, in de�ntiva:

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4π̺

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
= −4π

̺~v

c

Queste due equazioni possono ormai essere risritte direttamente in forma invariante utilizzando

l'operatore Dalambertiano � ≡ ∇2 − 1
c2

∂2

∂t2 he, ome è noto, è un invariante relativistio:

�φ = −4π̺

� ~A = −4π
̺~v

c

La gauge di Lorenz, he sfrutta la libertà insita nella de�nizione dei potenziali, permette quindi di

espliitare la ovarianza delle equazioni dei potenziali.

Il fatto he il dalambertiano sia un invariante porta ad introdurre in maniera naturale due

quadrivettori:

Aµ ≡ ( ~A, φ) quadrivettore potenziale

jµ ≡ (̺~v/c, ̺) quadrivettore orrente

L'introduzione di un quadrivettore potenziale è del tutto leita. Non deve sfuggire infatti he la

gauge di Lorenz (5.3) è in e�etti la quadridivergenza di questo quadrivettore, he risulta pertanto

invariante. In altri termini, l'imposizione della gauge di Lorenz ai potenziali vettore e salare oltre

he disaoppiare le equazioni dei potenziali, rendono questi le omponenti di un quadrivettore

invariante.

In termini di questi due quadrivettori, le equazioni dei potenziali assumono immediatamente una

forma invariante relativistia estremamente ompatta:

�Aµ = −4πjµ

Si onsideri ora una generia rotazione:







x′ = cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

z′ = z

Il gradiente de�nito ome:

~∇ ≡
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

trasforma ome:

∂

∂x′
=

∂x

∂x′
∂

∂x
+
∂y

∂x′
∂

∂y
= cos θ

∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y

e quindi il gradiente trasforma esattamente ome un vettore. Considerando invee le trasformazioni

di Lorentz: 





z′ = γ(z + vt)

ct′ = γ
(

ct+ z
v

c

)

il gradiente trasforma ome:







∂

∂z′
=

∂z

∂z′
∂

∂z
+
∂(ct)

∂z′
∂

∂(ct)
= γ

(
∂

∂z
− v

c

∂

∂(ct)

)

∂

∂(ct′)
=

∂(ct)

∂(ct′)

∂

∂(ct)
+

∂z

∂(ct′)

∂

∂z
= γ

(
∂

∂(ct)
− v

c

∂

∂(ct)

)
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e quindi anhe nel aso di trasformazioni di Lorentz il gradiente trasforma ome un vettore. Si

possono quindi introdurre i quadrivettori:

xµ ≡ (~r, ct) ∂µ ≡
(

~∇,− ∂

∂ct

)

e i rispettivi ontrovarianti:

xµ ≡ (~r,−ct) ∂µ ≡
(

~∇, ∂
∂ct

)

in questo modo xµx
µ = r2 − c2t2 è il quadrintervallo e ∂µ∂

µ = � è il dalambertiano. Con questa

notazione, la gauge di Lorenz si esprime ome ∂µA
µ = 0.

L'introduzione di un formalismo relativistiamente invariante permette di de�nire un tensore

elettromagnetio. Infatti vale:

~∇× ~H ⇒ Hz =
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax ovvero Hk = ∂iAj − ∂jAi

per il ampo elettrio vale una relazione analoga:

Ez = − 1

c2
∂Az
∂t

− ∂

∂z
φ = ∂4A3 − ∂3A4

Si è portati quindi ad introdurre un tensore elettromagnetio de�nito ome:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ≡







0 Hz −Hy −Ex
−Hz 0 Hx −Ey
Hy −Hx 0 −Ez
Ex Ey Ez 0







e he trasforma evidentemente ome:

F ′
µν(x

′
λ) = ΛρµΛ

σ
νFρσ(xλ)

Si vedrà ora ome trasformano alune delle omponenti di questo tensore a titolo di esempio.

H ′
z = F ′

12 = Λρ1Λ
σ
2Fρσ = F12 = Hz

E′
z = F ′

43 = Λρ1Λ
σ
2Fρσ = Λ4

4Λ
3
3F43 + Λ4

3Λ
3
4F34 = γ2(F43 + β2F34) = γ2(F43 − β2F34) = F43 = Ez

H ′
x = F ′

23 = Λρ2Λ
σ
3Fρσ = Λ2

2Λ
σ
3F2σ = Λ3

3F23 + Λ4
3F24 = γ(Hx − βEy)

e in maniera analoga per le altre omponenti.

Si possono ora onsiderare le equazioni di Maxwell. Si onsiderino prima quelle senza sorgenti:

~∇× ~H = ∂1F23 + ∂2F31 + ∂3F12 = ǫabc∂aFbc = 0

la quarta omponente fornise:

∂2F34 + ∂3F42 + ∂4F23 = −∂yEz + ∂zEy −
1

c
∂tHx

ovvero proprio l'equazione

~∇× ~E + 1
c
∂
∂t
~H = 0. Le equazioni senza sorgenti possono quindi sriversi

in termini del tensore elettromagnetio:

ǫλµν∂
λFµν = 0 (5.4)

Per le altre equazioni risulta:

∂xEx + ∂yEy + ∂zEz = 4π̺ = ∂1F41 + ∂2F42 + ∂3F43
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e siome il termine ∂4F44 = 0, questa equazione assume la forma ∂λF4λ = 4πj4. Generalizzando
l'altra equazione si trova per la oppia di equazioni on le sorgenti:

∂λFµλ = 4πjµ (5.5)

Si onsideri ora la forza di Lorentz

~F = e( ~E+ ~v
c × ~H). Se si introdue la densità di aria ̺ si può

de�nire una �densità di forza di Lorentz�

~F = ̺( ~E + ~v
c × ~H). Si onsideri la omponente lungo z di

questa densità

~F in termini del tensore elettromagnetio e si tenga presente he vale jµ = (̺~vc , ̺):

Fz = ̺Ez +
̺

c
(vxHy − vyHx) = ̺Ez +

̺

c
vxHy −

̺

c
vyHx =

= ̺F43 +
̺vx
c
F31 −

̺vy
c
F23 = j4F43 + j1F31 − j2F23 =

= j4F43 + j1F31 + j2F32 + j3F33
︸ ︷︷ ︸
=0

= jµF3µ

Lo stesso alolo può appliarsi alle altre omponenti della densità di forza, risulta quindi:

Fi = jµFiµ

Per la quarta omponente si ha:

F4 = jµF4µ = j1F41 + j2F42 + j3F43 +✟✟✟✯0
j4F44 =

̺

c
vxEx +

̺

c
vyEy +

̺

c
vzEz =

̺

c
~v · ~E =

= ̺

(

~E +
~v × ~H

c

)

· ~v
c
=

~F · ~v
c

e ioé la densità di potenza. Fλ ostituise quindi un quadrivettore le ui omponenti sono la densità

di forza di Lorentz e la densità di potenza:

Fλ = jµFλµ

Deve allora essere possibile de�nire un �potenziale� a partire dal quadrivettore Fλ tale he Fλ =
−∂µTλµ. In base alla forma ovariante (5.5) si può srivere:

Fλ =
1

4π
∂ρFµρ

︸ ︷︷ ︸

=jµ

Fλµ =
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

4π
Fµρ ∂

ρFλµ =
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

4π
Fµρ∂ρFλµ

L'idea è di far usire una divergenza totale manipolando opportunamente questa equazione in modo

da poter trovare l'espressione espliita del �potenziale� Tλµ. A questo �ne, sambiando gli indii ρ e
µ nel seondo pezzo di quest'ultima equazione:

− 1

4π
Fµρ∂ρFλµ = − 1

4π
F ρµ∂µFλρ

e sommando:

Fλ =
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

8π

(
1

4π
Fµρ∂ρFλµ +

1

4π
F ρµ∂µFλρ

)

=

=
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

8π
Fµρ (∂ρFλµ − ∂µFλρ) =

=
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

8π
Fµρ (∂ρFλµ − ∂µFλρ − ∂λFµρ + ∂λFµρ)

notando ora he ∂ρFλµ = −∂ρFµλ si ha:

Fλ =
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

8π
Fµρ




−∂ρFµλ − ∂µFλρ − ∂λFµρ
︸ ︷︷ ︸

=ǫλµρ∂ρFλρ≡0

+∂λFµρ






Valeriano Barassi - 2009/2024



5.2 Formulazione Covariante delle Equazioni di Maxwell 53

per ui:

Fλ =
1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

8π
Fµρ (∂λFµρ) =

1

4π
∂ρ
(
Fµρ Fλµ

)
− 1

16π
∂λ (F

µρFµρ)

rinominando ora gli indii muti µ in ν e ρ in µ nel primo termine e mandando l'indie muto µ in ν
nel seondo termine, si ottiene:

Fλ =
1

4π
∂µ
(
F νµFλν

)
− 1

16π
∂λ (F

νρFνρ)

notando in�ne he ∂λ = gλµ∂
µ
si riava:

Fλ =
1

4π
∂µ
(
F νµFλν

)
− 1

16π
gλµ∂

µ (F νρFνρ) = ∂µ
(

1

4π
F νµFλν −

1

16π
gλµF

νρFνρ

)

he permette di de�nire il �potenziale� ome:

Fλ = −∂µTλµ Tλµ ≡ − 1

4π
F νµFλν +

1

16π
gλµF

νρFνρ

he prende il nome di Tensore energia-impulso elettromagnetio.

Questo tensore è simmetrio. Infatti, sambiando µ e λ nel seondo passaggio:

FµνF
ν
λ = −FνµF νλ = F νµFνλ = F νλFµν

Analizziamo ora le omponenti prinipali di questo tensore.

T41 = − 1

4π
F4νF

ν
1 = − 1

4π
F42F

2
1 − 1

4π
F43F

3
1 = − 1

4π
(EyHz − EzHy) =

1

4π

(

~E × ~H
)

x
= Sx

in quanto g41 = 0.

T12 = − 1

4π
F1νF

ν
2 = − 1

4π
F13F

3
2 − 1

4π
F14F

4
2 = − 1

4π
(+ExEy −HyHx) ≡ −σxy

per l'ultimo termine, tenendo onto del fatto he i termini diagonali sono nulli:

T44 = − 1

4π
F4νF

ν
4 +

1

16π
g44F

ρνFρν =
1

4π

(
F41F

1
4 + F42F

2
4 + F43F

3
4

)
+

− 1

16π
g44
(
F 12F12 + F 13F13 + F 14F14 ++F 21F21 + F 23F23 + F 24F24+

+ F 31F31 + F 32F32 + F 34F34 ++F 41F41 + F 42F42 + F 43F43

)

riordando la forma del tensore elettromagnetio, il termine si può risrivere ome:

4

T44 = − 1

4π

(
−E2

x − E2
y − E2

z

)
+

1

16π
g44
(
−2H2

x − 2H2
y − 2H2

z + 2E2
x + 2E2

y + 2E2
z

)
=

=
1

4π
E2 − 1

16π

(
−2H2

x − 2H2
y − 2H2

z + 2E2
x + 2E2

y + 2E2
z

)

=
1

4π
E2 +

1

8π
H2 − 1

8π
E2 =

1

8π

(
E2 +H2

)

In de�nitiva il tensore energia-impulso espresso ome matrie assume la forma:

Tλν ≡










−σxx −σxy −σxz 1
cSx

−σyx −σyy −σyz 1
cSy

−σzx −σzy −σzz 1
cSz

1
cSx

1
cSy

1
cSz H










4

Questo aso è abbastanza istruttivo delle trappole he possono annidarsi in un alolo apparentemente semplie. Il

termine di metria g44 porta un segno meno (perhé siamo in segnatura +++-), nello stesso tempo le omponenti �4�

del tensore elettromagnetio (dunque le omponenti del ampo elettrio) ambiano di segno passando da omponenti

ovarianti a ontrovarianti. Questo fornise dei termini −H2
i per il ampo magnetio (−Hi ·Hi) e +E2

i per il ampo

elettrio (−Ei · −Ei).
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dove:

σij =
1

4π
(EiEj +HiHj)−

1

8π

(
E2 +H2

)
δij = tensore degli sforzi di Maxwell

Si =
1

4π
~E × ~H = vettore di Poynting

H =
1

8π

(
E2 +H2

)
= energia

Si ondideri ora la quarta omponente della densità di forza:

F4 = ∂λT4λ = −1

c

∂

∂t
T44 − ∂iT4i

integrando si trova:

∫

V
F4dV

︸ ︷︷ ︸

lavoro

= −1

c

∂

∂t

∫

V
T44dV −

∫

V
∂iT4idV ⇒ 1

c

dE
arihe

dt
= −1

c

dE
e.m.

dt
− 1

c

∫

Σ

Sidσi

Il lavoro rappresenta un'energia per unità di tempo (l'energia posseduta dalle arihe), mentre l'in-

tegrale di super�ie rappresenta il �usso del vettore di Poynting, ovvero il �usso di energia usente

dal volume onsiderato. Ne onsegue la legge di onservazione:

d

dt
(E

arihe

+ E
e.m.

) = − d

dt
E
usita

he esprime il fatto he se la somma dell'energia delle partielle e del ampo elettromagnetio in un

determinato volume non è ostante, allora signi�a he esiste un �usso di energia usente da questo

volume.

Vediamo ora le omponenti spaziali della densità di forza:

Fi = −∂λTiλ = −1

c

∂

∂t
Ti4 − ∂iTij

e integrando:

∫

V
FidV = −1

c

∂

∂t

∫

V
Ti4dV −

∫

V
∂iTijdV ⇒ d

dt
Pi

arihe

= − d

dt
Pi

e.m.

−
∫

Σ

Tijσj

ovvero:

d

dt
(Pi

arihe

+ Pi
e.m.

) = −
∫

Σ

Tijσj

Le due equazioni nel riquadro ostituisono i osiddetti teoremi di bilanio del tensore Tµν .

5.3 Equazione di Klein-Gordon

Come è noto, l'equazione di Shrödinger è basata sul prinipio di orrispondenza:

~p→ −i~~∇ E → i~
∂

∂t

Questa equazione non è relativistiamente invariante sotto trasformazioni di Lorentz, tuttavia il

prinipio di orrispondenza risulta onservato nella formulazione invariante:

pµ → −i~∂µ
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L'equazione quantistia relativistia per una partiella libera a spin 0(

5

) si ottiene appliando il

prinipio di orrispondenza alla relazione relativistia sull'energia E2 = p2c2 +m2c4:

E2 = p2c2 +m2c4 →
[
1

c2
∂2

∂t2
−∇2 +

m2c4

~2

]

ψ(~r, t) = 0

o in modo più ompatto, introduendo il dalambertiano (equazione di Klein-Gordon):

[

�+
(mc

~

)2
]

ψ(~r, t) = 0 (5.6)

Questa relazione implia, fra l'altro, he il quadrivettore impulso pµ sia un vettore di lunghezza �ssa

pari a m2c2:

pµp
µ =

E2

c2
− p2 = m2c2

Da notare he per m = 0 questa equazione si ridue all'equazione di Maxwell per i potenziali,

ra�orzando la onlusione he questa equazione rappresenta partielle a spin zero.

Il fatto he questa equazione sia del seondo ordine nel tempo implia he se ψ(~r, t) è una soluzione,
allora anhe ψ(~r,−t) è una soluzione, ovvero:







i~
∂

∂t
ψ(~r, t) = Eψ(~r, t)

i~
∂

∂t
ψ(~r,−t) = −Eψ(~r,−t)

ovvero una partiella reale potrebbe avere energia negativa. Non si può qui esludere sempliemente

la soluzione negativa in quanto questa selta non si mantiene neessariamente nel tempo.

D'altronde, risulta naturale de�nire qui l'Hamiltoniana del sistema ome:

H =
√

p2c2 +m2c4

e quindi tramite il prinipio di orrispondenza:

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

√

−~2c2∇2 +m2c4 ψ(~r, t)

La radie dell'operatore pone subito un problema di interpretazione. Se si e�ettua una espansione

si ottiene una equazione he ontiene tutte le potenze delle derivate e quindi una teoria non loale.

Queste teorie sono di�ili da trattare e inoltre non rappresenta una versione preferibile all'equazione

di Shrödinger e presenta anora tempo e spazio su due pianio diversi. È possibile però eliminare la

radie quadrata dell'operatore prendendo il quadrato dell'energia. Questo modo di ottenere l'equa-

zione di Klein-Gordon (5.6) rende anora più evidente il fatto he si ritrovano soluzioni a energia

negativa perhé ora anhe le:

H = −
√

p2c2 +m2c4

sono soluzioni dell'equazione quadratia.

Da questa equazione deve essere possibile ostruire una orrente di aria onservata perhé

vogliamo onservare l'interpretazione probabilistia della teoria quantistia non relativistia. Per

fare questo, si proede usando la stessa tenia ome per l'equazione di Shrödinger. Consideriamo

quindi l'equazione ottenuta moltipliando la (5.6) a sinistra per ψ∗(~r, t):

ψ∗(~r, t)

[

�+
(mc

~

)2
]

ψ(~r, t) = 0

5

Si tratta di una partiella a spin zero perhé l'operatore di spin non interviene nella derivazione dell'equazione.

Per la preisione, siome si tratta dell'equazione he regge le partielle libere senza prendere in onsiderazione lo

spin, è un'equazione he non è spei�a per partielle a spin 1/2.
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e la sua omplessa oniugata:

ψ(~r, t)

[

�+
(mc

~

)2
]

ψ∗(~r, t) = 0

e sottraendo:

ψ∗(~r, t)

[

�+
(mc

~

)2
]

ψ(~r, t)− ψ(~r, t)

[

�+
(mc

~

)2
]

ψ∗(~r, t) = 0

ovvero:

∂

∂t

[
i~

2mc2

(

ψ∗ ∂

∂t
ψ − ψ

∂

∂t
ψ∗
)]

+
~

2im
~∇ · [ψ∗(∇ψ) − ψ(∇ψ∗)] = 0

L'idea sarebbe di interpretare la quantità

i~
2mc2

(
ψ∗ ∂

∂tψ − ψ ∂
∂tψ

∗)
ome una densità di probabilità

̺(~r, t), ma questa non risulta de�nita positiva. Seguendo il perorso storio, quindi, questa equazione

sarà abbandonata. Si tratta tuttavia di un abbandono temporaneo perhé si vedrà he è possibile

reuperare questa equazione ed utilizzarla per desrivere partielle a spin zero.

5.4 Equazione di Dira

Come si è visto, i problemi dell'equazione di Klein-Gordon (5.6) derivano dal fatto he è un'equazione

quadratia nel momento pµ. Dira quindi erò un'equazione relativistiamente invariante he fosse

lineare nel momento e fornisse quindi una densità di probabilità de�nita positiva. Per fare questo,

postulò he l'equazione dovesse avere una forma del tipo:

[

γ0
∂

∂ct
+ γx∂x + γy∂y + γz∂z −

mc

~

]

ψ(~r, t) = 0

dove le γµ sono i oe�ienti da determinare. Poihé l'energia della partiella è sempre data da

E2 = p2c2 +m2c4, una soluzione dell'equazione di Dira deve essere anhe soluzione dell'equazione

di Klein-Gordon. Questa ondizione si può imporre appliando l'operatore oniugato:

[

γ0
∂

∂ct
+ γx∂x + γy∂y + γz∂z +

mc

~

] [

γ0
∂

∂ct
+ γx∂x + γy∂y + γz∂z −

mc

~

]

ψ(~r, t) = 0

he porta alle ondizioni:

γ0 = −1 γ2i = 1

γµγν + γνγµ = 0 µ 6= ν

Queste ondizioni sono inompatibili se si onsiderano i γµ ome degli salari. Questo signi�a he

i oe�ienti devono essere delle matrii e le proprietà di antiommutazione suggerisono he si può

fare la selta:

γx = σx γy = σy γz = σz

visto he risulta appunto σ2
i = I. In questo aso si può srivere allora:

γ0 = aI+ bσx + cσy + dσz

poihé risulta γiγ0 + γ0γi = 0 allora deve essere a = b = c = d = 0, il he è inompatibile. Ne

onsegue he la dimensione dello spazio selto non è orretta al �ne di veri�are tutte le proprietà

dei γµ.
Siome uno spazio vettoriale di matrii n × n ha dimensione n2

, si può riavare la dimensione

esaminando il massimo numero di matrii linearmente indipendenti he si possono formare on i γµ.
Risulta he esistono solo 16 ombinazioni indipendenti:

I Identità

γ0, γi γµ

γiγ0, γiγj

γ1γ2γ3, γ0γiγj

γ0γ1γ2γ3 ≡ −iγ5
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Il fatto he queste siano le unihe ombinazion indipendenti signi�a he:

aI+ aµγµ + biγiγ0 + cjkγjγk + dγiγjγk + ejkγ0γjγk + fγ0γ1γ2γ3 = 0

il he implia he le γµ devono rispettare le ondizioni:

{γµ, γ0} = −2δµ,0

{γi, γk} = 2δik

o anora più ompattamente:

{γµ, γν} = 2gµν

Da queste ondizioni si dedue he le matrii devono essere almeno 4 × 4. La funzione d'onda

ψ(~r, t) è allora un osiddetto spinore ad almeno 4 omponenti. Un insieme di matrii he soddisfa

queste ondizioni è dato dalle matrii ostruite a partire dalle matrii di Pauli 2× 2.

γ0 = i

(
I 0
0 I

)

~γ = i

(
0 ~σ
~σ 0

)

on ~σ ≡ (σx, σy, σz)

e

σx =

(
0 1
1 0

)

σy =

(
0 −i
i 0

)

σz =

(
1 0
0 −1

)

Con questa selta, l'equazione di Dira desrive partielle a spin 1/2. È possible mostrarlo

direttamente vedendo ome si trasforma per rotazioni:







x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

z′ = z

t′ = t

Nei due sistemi di riferimento la partiella è desritta dalle due equazioni:

[

γµ∂
µ − mc

~

]

ψβ(~r, t) = 0
[

γµ∂
′µ − mc

~

]

ψ′
α(~r

′, t′) = 0

dove la matrie di rotazione della funzione d'onda:

ψ′
α(~r

′, t′) = Aβαψβ(~r, t)

si trova imponendo he le due equazioni siano identihe:

6

[

γµ∂
µ − mc

~

]

ψβ(~r, t) = A−1
[

γµ∂
′µ − mc

~

]

Aψ′
α(~r

′, t′)

Siome vale: {

∂′x = ∂x cos θ + ∂y sin θ

∂′y = −∂x sin θ + ∂y cos θ

{

∂′z = ∂z

∂′ct = ∂ct

risulta:

{

A−1(γµ cos θ − γy sin θ)A = γx

A−1(γµ sin θ + γy cos θ)A = γy

{

A−1γzA = γz ovvero [A, γz ] = 0

A−1γ0A = γ0 ovvero [A, γ0] = 0
(5.7)

Si onsiderino ora rotazioni in�nitesime intorno all'asse z e si trasurino i termini superiori al

primo:

A(θ) ≃ 1 + θΣxy A−1(θ) ≃ 1− θΣxy

6

Ovviamente, perhé ruotando il sistema di riferimento la �sia non può ambiare.
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dove Σxy è una matrie da determinarsi, cos θ ≃ 1 e sin θ ≃ 0. Sostituendo questa nelle ultime

relazioni (5.7) si riavano le relazioni:

[Σxy, γx] = −γy [Σxy, γz] = 0

[Σxy, γy] = γx [Σxy, γ0] = 0

da ui risulta he deve essere Σxy ∝ γxγy. Più preisamente:

Σxy =
1

2
γxγy =

1

4
(γxγy − γyγx) ≡

1

4
[γx, γy]

Ora, l'operatore delle rotazioni in�nitesime nel piano xy per le funzioni d'onda è dato da 1+ i
~
Lzθ,

per ui nello spazio quadridimensionale in questione si può fare l'identi�azione:

Lz =
~

4i
[γx, γy]

e sostituendo le matrii γ0 e γµ in termini delle matrii di Pauli:

Lz =
~

2

(
σz 0
0 σz

)

=
~

2
σzI4

dove on I4 si india l'identità quadridimensionale. Questo permette di identi�are l'operatore mo-

mento angolare lungo z Lz on il termine

~

2σz , ovvero proprio una omponente di spin pari a

1/2.

Per evidenziale il legame on l'energia si onsideri il sistema solidale on la partiella, ovveo quello

in ui risulta ostantemente (x, y, z, t) = (0, 0, 0, t). L'equazione diventa in questo aso:

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) = m0c

2(−iγ0)ψ(~r, t)

Al primo membro di questa equazione 'è evidentemente l'operatore energia. Siome gli autovalori

di (−iγ0) sono ±1, ne onsegue he gli autovalori dell'energia sono ±m0c
2
(doppi). Il valore doppio

dell'autovalore ±m0c
2
si interpreta ome orrispondenti alle due proiezioni dello spin ±~/2.

In generale l'equazione stazionaria, ioé l'equazione agli autovalori per l'energia, si ottiene ome

segue:

i~γ0
∂

∂ct
ψ(~r, t) = −i~(~γ · ~∇− mc

~
)ψ(~r, t) →

γ0

(

i~
∂

∂t

)

ψ(~p, t) = (c~γ · ~p+ imc2)ψ(~p, t) →
(

i~
∂

∂t

)

ψ(~p, t) = (−cγ0~γ · ~p− imc2γ0)ψ(~p, t) →
[
c(−γ0~γ) · ~p+mc2(−iγ0)

]
ψ(~p,E) = Eψ(~p,E)

In questa equazione stazionaria ompaiono gli operatori α ≡ γ0~γ e β ≡ −iγ0, he possono essere

sritti nella forma:

~α ≡ −γ0~γ =

(
0 ~σ
~σ 0

)

β ≡ iγ0 =

(
I 0
0 I

)

L'equazione può allora essere sritta nella forma:

[
c~α · ~p+ βmc2

]
ψ(~p,E) = Eψ(~p,E)

Consideriamo ora l'interazione on il ampo magnetio. Per fare iò, indihiamo espliitamente

le due omponenti del bispinore:

~ψ(~p,E) =

(
χ−

χ+

)
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Per omponenti espliite dei bispinori l'equazione di Dira assume la forma:

(E − eφ)

(
χ−

χ+

)

=

[

−m0c
2

(
I 0
0 I

)

− cγ0~γ
(

~p− e

c
~A
)](χ−

χ+

)

e separando le omponenti:







(E − eφ)χ+ = m0c
2χ+ + c~σ ·

(

~p− e

c
~A
)

χ−

(E − eφ)χ− = −m0c
2χ− + c~σ ·

(

~p− e

c
~A
)

χ+

È possibile riavare le omponenti basse χ−
e sostituirle nell'equazione per le omponenti alte:

χ− =
c~σ ·

(

~p− e

c
~A
)

(E − eφ) +m0c2
χ+

ottenendo:

(E − eφ)χ+ = m0c
2χ+ +

c2~σ ·
(

~p− e

c
~A
)

~σ ·
(

~p− e

c
~A
)

(E − eφ) +m0c2
χ+

dove ~s = ~/2~σ è l'operatore di spin. Dalla proprietà:

(~σ · ~A)(~σ · ~B) = σaAaσbBb = (δabI+ iǫabcσc)AaBb = ~A · ~B + i~σ · ( ~A× ~B)

segue:

Eχ+ =




eφ+m0c

2χ+ +
c2
(

~p− e

c
~A
)2

+ ic2~σ ·
[(

~p− e

c
~A
)

×
(

~p− e

c
~A
)]

(E − eφ) +m0c2
χ+






Siome vale:

[

px −
e

c
Ax, py −

e

c
Ay

]

=

[
~

i
∂x −

e

c
Ax,

~

i
∂y −

e

c
Ay

]

=

= −~

i

e

c
(∂xAy − ∂yAx) = −~

i

e

c
Hz

risulta:

Eχ+ =




eφ+m0c

2 +
c2
(

~p− e

c
~A
)2

+ iec~~σ · ~H
(E − eφ) +m0c2




χ

+

Nel limite non relativistio vale E − eφ ≃ moc
2
, quindi:

Eχ+ =




eφ+m0c

2 +
c2
(

~p− e

c
~A
)2

+ iec~~σ · ~H
2m0c2




χ

+

L'energia di interazione fra la aria e il ampo elettromagnetio ha allora la forma:

eφ+

(

~p− e

c
~A
)2

2m0
− e~~σ · ~H

m0c
= eφ+

(

~p− e

c
~A
)2

2m0
− e

m0c
~S · ~H

ompare quindi un termine di interazione on il ampo magnetio

~H he si può srivere ome

2µB

~
~S, dove µB = e~

2mo
è il magnetone di Bohr. L'equazione di Dira prevede quindi per il fattore

giromagnetio il valore g=2.
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Capitolo 6

Sistemi di Partielle Identihe

Si onsideri un sistema di partielle identihe e siano dati i due eventi:

• Evento A: la partiella 1 si trova nella posizione 1, la partiella 2 nella posizione 2,

• Evento B: la partiella 1 si trova nella posizione 2, la partiella 2 nella posizione 1

In meania quantistia, non potendosi de�nire una traiettoria, non è possibile distinguere gli

eventi A e B, per ui indiate le rispettive funzioni d'onda on ϕ(~r1, ~r2) e ϕ(~r2, ~r1) deve risultare:

|ϕ(~r1, ~r2)|2 = |ϕ(~r2, ~r1)|2

da ui disende immediatamente he:

ϕ(~r1, ~r2) = ±ϕ(~r2, ~r1)

ioé le due funzioni d'onda devono possedere proprietà de�nite di simmetria nello sambio delle due

partielle.

Le partielle he hanno il segno meno sono dette fermioni, mentre quelle he soddisfano il segno

positivo sono dette bosoni.

Ne onsegue subito he due fermioni non possono trovarsi nello stesso posto ontemporaneamente

in quanto risulta:

ϕ(~r, ~r) = −ϕ(~r, ~r) ⇒ ϕ(~r, ~r) = 0

Più in generale quindi la funzione d'onda dei fermioni deve avere la forma:

ϕ(~r1, ~r2) = ϕα(~r1)ϕβ(~r2)− ϕα(~r2)ϕβ(~r1) (6.1)

Dove le ϕα e ϕβ sono le funzioni d'onda dei singoli fermioni, supposti non interagenti.

6.1 Formalismo di Seonda Quantizzazione per Bosoni

Consideriamo N bosoni non interagenti e siano ϕαj
(~rpj ) le funzioni d'onda di singola partiella, dove

pj india il numero di partielle nello stato αj . Se le partielle non fossero indentihe la funzione

totale si sriverebbe ome:

ϕ1(~r1) · · ·ϕ1(~rp1)ϕ2(~rp1+1) · · ·ϕ2(~rp1+p2) · · ·ϕαl
(~rp1+···pl=N )

poihé però le partielle sono bosoni identii oorre prendere la somma su tutte le permutazioni

non banali, ovvero permettere la permutazione delle prime p1 partielle fra loro, delle seonde p2 e

osì via. Queste permutazioni sono in numero di N !/(p1! · · · pl!) e quindi la funzione totale va anhe
moltipliata per

√

p1! · · · pl!/N ! per mantenere la normalizzazione. Si indihi on |p1 . . . pl〉 lo stato

simmetrio ottenuto in questo modo.
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Chiamiamo ora operatore ollettivo un operatore de�nito ome:

Ô =

N∑

i=1

Ôi

dove il singolo operatore Ôi agise sulla singola partiella. Rierhiamo quindi gli elementi di matrie

di questo operatore Ô. Se si suppone gli Ôi diagonali, allora:
1

Ôiϕαh
(~rj) = δijohϕαh

(~rj)

si riava:

Ô|p1 · · · pl〉 =
N∑

h=1

ohph|p1 · · · pl〉

Se questi operatori soddisfano invee la relazione:

Ôiϕαl
(~rj) = δijδlrϕαs

(~rj)

questo agise solo sulle funzioni d'onda relative alla partiella i = j e manda lo stato αr (l = r) nello
stato αs on autovalore 1. In altre parole, questo operatore sposta r in s: se lo stato r mana esso

non agise, ma se è presente almeno una partiella la manda nello stato s. Se inizialmente lo stato

r ha pr partielle e lo stato s ne ha ps, dopo l'azione dell'operatore lo stato r si ritrova on pr − 1
partielle e lo stato s on ps + 1. Gli elementi di matrie devono allora essere del tipo δpsδqr , a ui

va aggiunta la normalizzazione.

Prima dell'azione degli Ôi i sonoN !/
√
p1! · · · pl! addendi in |p1 · · · pl〉, dopo il numero dei prodotti

degli stati per singola partiella è:

prN !

p1! · · · pl!
on il fattore di normalizzazione

√

p1! · · · pl!/N !. Per azione diretta si riava il numero di termini:

N !

p1 · · · (pr − 1)!(ps + 1)! · · · pl!

on una normalizzazione data da

√

p1 · · · (pr − 1)!(ps + 1)! · · · pl!/N !. Per onfronto:

prN !

p1! · · · pl!

√

p1! · · · pl!
N !

N !

p1 · · · (pr − 1)!(ps + 1)! · · · pl!

√

p1 · · · (pr − 1)!(ps + 1)! · · · pl!
N !

=

=
pr(pr − 1)!

pr!

(ps + 1)!

pS !

√

pr!

(pr − 1)!

ps!

(ps + 1)!
= (ps + 1)

√
pr

ps + 1

da ui in de�nitiva:

Ô|p1 · · · prps · · · pl〉 =
√

pr(ps + 1)|p1 · · · (pr − 1)(ps + 1) · · · pl〉

L'analogia on gli operatori di reazione e distruzione suggerise la de�nizione degli operatori:

â†s|p1 · · · ps · · · pl〉 =
√

ps + 1|p1 · · · (ps + 1) · · · pl〉
âr|p1 · · · pr · · · pl〉 =

√

pr − 1|p1 · · · (ps + 1) · · · pl〉

he soddisfano la relazione

[
ar, a

†
s

]
= δrs. L'operatore â

†
s rea una partiella nello stato s e l'ope-

ratore âr distrugge una partiella nello stato r, sono hiamati pertanto rispettivamente operatore

bosonio di reazione e operatore bosonio di distruzione.

1

Per allegerire la notazione indiheremo d'ora in poi ~rpj sempliemente on ~rj
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In termini di questi operatori risulta:

Ô = osrâ
†
sâr

Se si onsidera il generio opeartore Ô on elementi di matrie Ôpq he soddisfa la Ôpq = δpsδqrÔsr,

riordando la de�nizione di Ôi data sopra si può risrivere ome:

Ô =

l∑

r,s=1

osrâ
†
sâr

Consideriamo in�ne gli operatori:

Ψ̂(~r) =

n∑

h=1

ϕh(~r)âh

Ψ̂†(~r′) =
n∑

k=1

ϕ∗
k(~r

′)â†k

Questi operatori soddisfano le relazioni:

[

Ψ̂(~r), Ψ̂(~r)
]

=
[

Ψ̂†(~r), Ψ̂†(~r)
]

= 0

e

[

Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)
]

=
l∑

h,k=1

ϕh(~r)ϕ
∗
k(~r

′)
[

âh, â
†
k

]

=
l∑

h=1

ϕh(~r)ϕ
∗
h(~r

′)

poihé le ϕh(~r) sono anhe un sistema ompleto, vale la relazione:

[

Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)
]

= δ(~r − ~r′)

Da queste relazioni si dedue he l'operatore Ψ̂†(~r′) rea una partiella nella posizione ~r′ e l'operatore
Ψ̂(~r) distrugge una partiella nella posizione ~r. Questi operatori sono hiamati operatori di ampo

bosonio.

6.2 Formalismo di Seonda Quantizzazione per Fermioni

Il formalismo appena visto per i bosoni si può estendere ai fermioni a patto di tenere presente he

la funzione d'onda totale deve essere antisimmetria. In termini di autofunzioni di singola partiella

si può quindi srivere ome un determinante di Slater:

Φ(~r1, ~r2, . . . , ~rN ) ≡ |α1, α2, . . . , αN 〉 = 1√
N

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ϕα1(~r1) · · · ϕα1(~rN )
.

.

.

.

.

.

.

.

.

ϕαN
(~r1) · · · ϕαN

(~rN )

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

si noti he questa srittura permette automatiamente di soddisfare il prinipio di Pauli, in quanto

la forma (6.1) è automatiamente soddisfatta.

Si erhino ora degli operatori Ôi analoghi agli operatori bosonii:

ÔΦ(~r1, ~r2, . . . , ~rN ) =

N∑

l=1

Ôiϕαl
(~rl) on Ôiϕαl

(~rj) = δijÔlϕαl
(~ri)

Si possono ora presentare solo due asi: p, l ∈ {1, . . . , N} oppure p, l /∈ {1, . . . , N}. Se l /∈ {1, . . . , N},
l'operatore non agise e restituise 0. Se p ∈ {1, . . . , N} allora nel determinante ompare una seonda

riga αp e di onseguenza si annulla.
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Consideriamo il aso l ∈ {1, . . . , N} e p /∈ {1, . . . , N}. In questo aso l'operatore allora ambia

la riga ma non preserva la normalizzazione. È importante spei�are l'ordine degli stati e quindi

sistemarli nell'ordine giusto, si devono quindi e�ettuare delle permutazioni di righe he ambiano

segno al determinante. Cerhiamo quindi un operatore del tipo:

Ô =

N∑

p=0

Olpb̂
†
pb̂p

dove il segno orretto è nell'operatore b̂. Indihiamo gli stati oupati on la notazione:

| 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

non oupati

, 1
↑
α1

, 1
↑
α2

, . . . , 1
↑
αN

︸ ︷︷ ︸

oupati

〉

allora risulta:

bp|0, . . . , 0, 1, . . . , 1
↑

p-simo

, . . . , 1〉 = (−1)
∑

αi<p αi |0, . . . , 0, 1, . . . , 0
↑

p-simo

, . . . , 1〉

dove on

∑

αi<p
αi si intende il numero di stati he preedono il p-simo. Più in generale se:

b̂p = (−1)
∑

αi<p αinp

b̂†p = (−1)
∑

αi<p αi(1− np)

allora b̂p e b̂
†
p apportano il segno giusto. Consideriamo infatti per sempliità il aso l > p.

b̂†l b̂p|0, . . . , 0, 1, . . . , 1↑
p

, . . . , 0
↑
l

, . . . , 1〉 = b̂†l (−1)
∑p−1

i=0 αi |0, . . . , 0, 1, . . . , 0
↑
p

, . . . , 0
↑
l

, . . . , 1〉 =

= (−1)
∑p−1

i αi(−1)[
∑p−1

i=0 αi+
∑N

i=p+1 αi]|0, . . . , 0, 1, . . . , 0
↑
p

, . . . , 1
↑
l

, . . . , 1〉 =

= (−1)
∑N

i=p+1 αi = |0, . . . , 0, 1, . . . , 0
↑
p

, . . . , 1
↑
l

, . . . , 1〉

e

∑N
i=p+1 αi è proprio il numero di posti di ui si è sambiato lo stato. Come si vede, l'operatore b̂†l rea

un fermione nello stato l e l'operatore b̂p distrugge un fermione nello stato p e sono hiamati pertanto

rispettivamente opearatore fermionio di reazione e operatore fermionio di distruzione.

Segue dalla de�nizione degli operatori b̂p:

b̂lb̂p + b̂lb̂p = 0 ∀l, p (6.2)

infatti se l > p:

b̂lb̂p|. . . , 1↑
p

, . . . , 1
↑
l

, . . .〉 = b̂l(−1)
∑p−1

i=1 αi |. . . , 0
↑
p

, . . . , 1
↑
l

, . . .〉 = (−1)
∑l−1

i=p+1 αi |. . . , 0
↑
p

, . . . , 0
↑
l

, . . .〉

quando si alola b̂pb̂l, b̂l agise su uno stato oupato in più ed ha quindi un segno meno in più he

annulla la somma. In modo analogo si riavano le regole:

b̂†l b̂p + b̂pb̂
†
l = δlp

b̂†l b̂
†
p + b̂†pb̂

†
l = 0 ∀l, p
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In maniera analoga a quanto fatto per i bosoni, è possibile introdurre degli operatori de�niti

ome:

Ψ̂(~r) =

n∑

h=1

ϕh(~r)b̂h

Ψ̂†(~r′) =
n∑

k=1

ϕ∗
k(~r

′)b̂†k

Siome seodo la (6.2) b̂ e b̂† antiommutano risulta, anora in analogia al formalismo bosonio:

[Ψ(~r),Ψ(~r)] =
[
Ψ†(~r′),Ψ†(~r′)

]
= 0

e:

2

[

Ψ̂(~r), Ψ̂†(~r′)
]

=

l∑

h,k=1

ϕh(~r)ϕ
∗
k(~r

′)
[

b̂h, b̂
†
k

]

=

l∑

h=1

ϕh(~r)ϕ
∗
h(~r

′) = δ(~r − ~r′)

Si vede he l'opearatore Ψ̂†(~r′) rea un fermione nella posizione ~r′ e l'operatore Ψ̂(~r) distrugge
un fermione nella posizione ~r e sono dunque hiamati operatori di ampo fermionio.

Da notare he i ampi assoiati non sono osservabili, in quanto se si introdue in questa trattazione

anhe il tempo risulta he questi operatori non ommutano su distanze time-like.

2

Si riordi he le ϕ(~r) sono un sistema ompleto.
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Capitolo 7

Elettrodinamia Quantistia

7.1 Quantizzazione del ampo elettromagnetio

Si onsideri il ampo elettromagnetio Aµ in assenza di sorgenti. Esso soddisfa l'equazione �Aµ =
0. Data l'arbitrarietà della selta dei potenziali, si onsideri la gauge di Lorents in ui φ = 0 e

di onseguenza il ampo elettromagnetio è desritto solo dal potenziale vettore

~A he veri�a le

equazioni:

� ~A = 0 ∇ · ~A = 0 (7.1)

Si osservi subito he:

� ei(
~k·~r−ωt) =

(

−ω
2

c2
+ |~k|2

)

ei(
~k·~r−ωt)

per ui se vale la relazione:

ω2

c2
= ~k2

una soluzione della prima delle (7.1) è proprio ~e(~k)ei(
~k·~r−ωt)

, dove ~e(~k) è il versore indipendente

dalla direzione di polarizzazione. Siome poi vale anhe:

~∇·~e(~k)ei(~k·~r−ωt) =
[

~∇ · ~e(~k)
]

ei(
~k·~r−ωt)+~e(~k)

[

~∇ · ei(~k·~r−ωt)
]

= 0+~e(~k)
[

~∇ · ei(~k·~r−ωt)
]

= iei(
~k·~r−ωt)~k·~e

si ha he questa relazione soddisfa anhe la seonda delle (7.1) se vale

~k · ~e = 0, ovvero se le onde

elettromagnetihe sono trasverse. In uno spazio tridimensionale i vettori ortogonali ad uno dato sono

solo due, per ui è più espliito sostituire ~eα(~k) a ~e(~k), dove l'indie α può assumere solo due valori in

orrispondenza delle due possibili polarizzazioni. Per questo, e siome la prima delle (7.1) è lineare

omogenea, la sua soluzione generale reale si srive:

~A(~r, t) =
1√
V

∑

α,~k

[

a(α,~k)~eα(~ke
i(~k)·~r−ωt) + a∗(α,~k)~eα(~k)e

−i(~k·~r−ωt)
]

dove a(α,~k) sono dei oe�ienti da determinare in base alle ondizioni al ontorno.

1

Il fattore 1/
√
V

è un onveniente fattore di normalizzazione, essendo V il volume di spazio in ui si sta onsiderando

il ampo elettromagnetio. Introduiamo le variabili dinamihe:

aα,~k = a(α,~k)e−iωt

e le loro omplesse oniugate. In questo modo, la soluzione generale di sopra si srive in maniera più

onisa:

~A(~r, t) =
1√
V

∑

α,~k

~eα(~k)
[

aα,~ke
i~k·~r + a∗

α,~k
e−i

~k·~r
]

1

In generale, in maniera più orretta, al posto della sommatoria in

~k si sarebbe dovuto utilizzare un integrale in dk,
in quanto

~k può appunto assumere valori ontinui. Tuttavia, per sempliità formale si assumerà he possa assumere

solo valori disreti he fra l'altro è il aso di una avità risonante, ome noto.
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A partire dalle relazioni (5.1) per φ = 0 si possono poi riavare i ampi elettrio e magnetio:

~E =
1√
V

∑

α,~k

ω

c
~eα(~k)

[

iaα,~ke
i~k·~r − ia∗

α,~k
e−i

~k·~r
]

H =
1√
V

∑

α,~k

~k × ~eα(~k)
[

iaα,~ke
i~k·~r − ia∗

α,~k
e−i

~k·~r
] (7.2)

Si vuole ora alolare espliitamente l'Hamiltoniana del ampo elettromagnetio he, ome è noto,

è data da:

H =
1

8π

∫

V

(
E2 +H2

)
dV

e a questo �ne oorre alolare a partire dalle (7.2) E2
e H2

. Per fare questo si osservi he nelle

(7.2) i ampi sono sritti in termini di serie di Fourier omplessa per la quale vale l'uguaglianza di

Bessel

2

e quindi:

~E2 =
1

V

∑

α,~k

2
ω2

c2
aα,~ka

∗
α,~k

=
2

V

∑

α,~k

ω2

c2

[(

ℜe aα,~k
)2

+
(

ℑm aα,~k

)2
]

~H2 =
1

V

∑

α,~k

2~k2aα,~ka
∗
α,~k

=
2

V

∑

α,~k

~k2
[(

ℜe aα,~k
)2

+
(

ℑm aα,~k
)2
]

per ui, non dipendendo da

~E2
,

~H2
e da ~r, si ha immediatamente:

3

H =
1

2π

1

c2

∑

α,~k

ω2

[(

ℜe aα,~k
)2

+
(

ℑm aα,~k

)2
]

Introduendo ora le variabili dinamihe:

Qα,~k = aα,~k + a∗
α,~k

= 2ℜe aα,~k
Pα,~k = Q∗

α,~k
= −iω

(

aα,~k + a∗
α,~k

)

= 2ωℑm aα,~k
(7.3)

l'Hamiltoniana del ampo magnetio si srive ome:

H =
1

2π

1

c2

∑

α,~k

(

P 2
α,~k

+ ω2Q2
α,~k

)

Questa forma è probante: essa si intrepreta diendo he l'energia del ampo elettromagnetio è

data dalla somma delle energie di tanti osillatori armonii di frequenze ω orrispondenti ai modi

normali. A questo punto, la quantizzazione del ampo elettromagnetio può e�ettuarsi introduendo

le relazioni di ommutazione: [

Qα,~k, Pα′,~k′

]

= i~δα,α′δ~k,~k′

Da queste relazioni e dalle (7.3), he si possono anhe srivere nella forma:

aα,~k =
1

2

(

Qα,~k + iPα,~k

)

a†
α,~k

=
1

2

(

Qα,~k − iPα,~k

)

si riava l'altra relazione di ommutazione:

[

aα,~k, a
†
α′,~k′

]

=
~

2ω
δα,α′δ~k,~k′ (7.4)

2

Il quadrato della somma di una serie di Fourier è uguale alla somma dei moduli quadri dei oe�ienti dello

sviluppo di Fourier stesso.

3

Dalla relazione di dispersione ω2 = ~k2c2.
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Quantistiamente, il ampo elettromagnetio è quindi desritto dall'operatore:

~A(~r, t) =
∑

α,~k

[

a(α,~k)~e(α,~k)ei(
~k·~r−ωt) + a†(α,~k)~e(α,~k)e−(i~k·~r−ωt)

]

Si osservi he essendo:

i~
∂

∂t
~e(α,~k)ei(

~k·~r−ωt) = ~ω~e(α,~k)ei(
~k·~r−ωt)

−i~~∇~e(α,~k)ei(~k·~r−ωt) = ~~k~e(α,~k)ei(
~k·~r−ωt)

i~
∂

∂t
~e(α,~k)e−(i~k·~r−ωt) = −~ω~e(α,~k)e−(i~k·~r−ωt)

−i~~∇~e(α,~k)e−(i~k·~r−ωt) = −~~k~e(α,~k)e−(i~k·~r−ωt)

il termine ~e(α,~k)e±i(
~k·~r−ωt)

si può interpretare ome la funzione d'onda del quanto del ampo elet-

tromagnetio (fotone), orrispondente rispettivamente a energia ±~ω e impulso ±~~k. Anora, dalla

(7.4) si può onsiderare a†(α,~k) e a(α,~k) rispettivamente ome l'operatore di reazione e distruzione

di un fotone di energia ~ω.4 Così il ampo elettromagnetio è sritto ome una somma di operatori

di distruzione per la funzione d'onda del fotone ~ω più un operatore di distruzione del fotone −~ω.5

Analogamente a quanto fatto per l'energia, si può poi alolare l'impulso

~P = 1
4π

∫

V

~E× ~H
2 dV del

ampo elettromagnetio, si trova in maniera analoga:

6

~P =
1

8πc2

∑

α,~k

~k
(

aα,~ka
†
α,~k

+ a†
α,~k
aα,~k

)

Gli autovalori di energia e impulso sono allora dati da:

H =
1

4πc2

∑

α,~k

~ω

(

nα,~k +
1

2

)

~P =
1

4πc2

∑

α,~k

~~k

(

nα,~k +
1

2

)

Il termine nα,~k, ome noto, è un numero intero he in questo aso andrà interpretato ome numero

di fotoni di energia ~ω, impulso ~~k e polarizzazione α. Si osservi he l'energia in assenza di fotoni

anzihé essere nulla è in�nita, questa inongruenza si può risolvere elimininando (rigorosamente) il

termine 1/2. Questo inonveniente invee non si ha per l'impulso, in quanto se un fotone può avere

impulso ~~k, ha anhe −~~k e osì per nα,~k si ha

~P = 0.

7.2 Quantizzazione del ampo elettronio

Dopo aver e�ettuato la quantizzazione del ampo elettromagnetio in assenza di arihe, si vuole ora

onsiderare la quantizzazione del ampo delle arihe, ovvero della aria elementare (elettrone) in

assenza del ampo elettromagnetio, riservando al �7.3 il aso più omplesso della loro interazione.

Come si è visto, la teoria di Dira di prima quantizzazione prevede per l'elettrone libero anhe stati

di energia negativa, la ui interpretazione non era allora hiara. Tuttavia, si è appena visto he stati

di energia negativa intervengono nella srittura espliita del ampo elettromagnetio quantizzato. In

4

O, inversamente, un operatore rispettivamente di distruzione e reazione di un fotone di energia −~ω.
5

Naturalmente, si intende he gli operatori a
α,~k

e a†
α,~k

non agisano sulle funzioni d'onda per le quali sono

moltipliati a sinistra.

6

Vale la relazione:

~P =
k

c
k̂
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analogia a quest'ultimo, Dira propose di srivere il ampo quantizzato dell'elettrone ψ(~r, t) nella
seguente forma:

ψ(~r, t) =
∑

β,~p

[

u(~p, β)ei
~p·~r
~ be−(~p, β)e

−iE
~
t + u(−~p, β)e−i ~p·~r~ b†e+(~p, β)ei

E
~
t
]

(7.5)

dove, al posto del vettore d'onda

~k 'è l'impulso della partiella ~p e alla polarizzazione α è stato

sostituito l'indie β he individua i due possibili stati di spin della partiella, inoltre, nel aso

onsiderato, il ampo ψ(~r, t) è in generale omplesso e non neessariamente reale. Questo ampo

quantizzato assoiato ai fermioni prende il nome di ampo di Dira.

Nel primo addendo della (7.5) ompare la funzione d'onda di una partiella libera avente energia

positiva (l'elettrone) moltipliata per un operatore di distruzione di un elettrone. Poihé distruggendo

un elettrone la aria aumenta di una unità, il primo addendo inrementa quindi di 1 la aria

(∆q = +1). Prima di proedere avanti nell'interpretazione, si osservi he dovendo essere onservata

la aria il ampo ψ(~r, t) deve avere proprietà de�nite rispetto alla aria, per esempio può avere

∆q = 0 o ∆q = ±1(7). In altre parole non può essere ostituito, ad esempio, da una somma di

termini he hanno iasuno un ∆q diverso. Così, poihé il primo addendo della (7.5) ha ∆q = +1,
tale deve essere anhe il seondo addendo. Di onseguenza, l'operatore di reazione ompreso qui non

può reare un elettrone perhé in questo modo la aria diminuirebbe di 1: esso deve quindi reare

una partiella di aria positiva. Questa ipotesi è onfortata dal fatto he b†e+(~p, β) è moltipliato per

una funzione d'onda di una partiella libera orrispondente a E < 0 se la aria è negativa, ovvero

on E > 0 se la aria è positiva.

La teoria di Dira di seonda quantizzazione prevede quindi l'esistenza di un elettrone positivo

(positrone).

7.2.1 Perturbazioni dipendenti dal tempo

Si onsideri un sistema desritto, all'istante iniziale t = 0 dall'Hamiltoniana non espliitamente

dipendente dal tempo H0 e di ui sia noto lo spettro H0|ψn〉 = En|ψn〉. Se inizialmente il sistema

è in uno stato |ψ0〉 =
∑

n cn|ψn〉, è già noto he agli istanti suessivi sarà nello stato |ψ0(t)〉 =
∑

n e
−En/~tcn|ψn〉, on i cn non dipendenti dal tempo.

Si supponga ora però he da t = 0 in poi sul sistema agisa una perturbazione V (t) per un

periodo di tempo limitato, ossia il sistema abbia Hamiltoniana H = H0 + V (t). Lo stato |ψ(t)〉 è
allora soluzione dell'equazione:

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = (H0 + V (t)) |ψ(t)〉 (7.6)

Poihé {|ψm〉} è un sistema ompleto si può srivere:

|ψ(t)〉 =
+∞∑

n=0

cn(t)e
−iEn

~
t|ψn(t)〉 (7.7)

per ui il problema è riondotto alla riera dei oe�ienti cn(t). Sostituendo la (7.7) nella (7.6) si

ha:

i~

+∞∑

n=0

[

ċn(t)−
✟✟✟✟✟
i
En
~
cn(t)

]

e−i
En
~
t|ψn(t)〉 =

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘+∞∑

n=0

cn(t)e
−iEn

~
t|ψ(t)〉+

+∞∑

n=0

Vn(t)cn(t)e
−iEn

~
t|ψ(t)〉

per ui i cn(t) soddisfano la relazione:

+∞∑

n=0

ċn(t)e
−iEn

~
t|ψn(t)〉 =

1

i~

+∞∑

n=0

Vn(t)cn(t)e
−iEn

~
t|ψn(t)〉 (7.8)

7

E in questo aso la aria viene onservata se si moltiplia ψ(~r, t) per un ampo on ∆q = ±1 quale ad esempio

ψ†
.
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e proiettando sullo stato 〈ψm(t)|:

ċn(t) =
1

i~

+∞∑

n=0

Vmn(t)cn(t)e
iEm−En

~
t

(7.9)

dove naturalmente Vmn(t) è l'elemento di matrie 〈ψm(t)|V (t)|ψn(t)〉.
Si supponga ora di voler alolare la probabilità di transizione dallo stato iniziale |ψp(t)〉 ad uno

stato �nale |ψa(t)〉, questa è data proprio da |ca(t)|2, riavabile direttamente dall'ultima relazione.

Poihé questa è generalmente di�ile da risolvere, si era in genere una soluzione approssimata per

cq(t) supponendo he la perturbazione V (t) sia di piola entità e he agisa per un tempo breve. Se

all'istante iniziale il sistema è nello stato ψp(t) allora deve valere cn(0) = δnp, tuttavia se il potenziale
perturbativo V (t) soddisfa le ondizioni appena itate si può assumere he per tutta la durata della

perturbazione sia cn(t) ≃ δnp, per ui la (7.9) diventa:

cq(t) ≃
1

i~

∫ T

0

Vqp(t)e
i
Ep−Eq

~
tdt

7.2.2 Operatore di evoluzione temporale

È già noto he se un sistema è desritto da una HamiltonianaH0 indipendente dal tempo, l'operatore

evoluzione temporale è e−i
H0
~
t
, ioé he vale:

|ψ(t)〉 = e−i
H0
~
t|ψ(0)〉

Si supponga ora he l'Hamiltoniana del sistema sia H = H0 + V (t). In questo aso, la funzione

d'onda ψ(t) si può srivere nella forma (7.7) on i oe�ienti cn(t) riavati a partire dalla relazione

(7.8). Si onsiderino ora le espressioni:

f(t) =

+∞∑

n=0

cn(t)|ψn(t)〉

ḟ(t) =

+∞∑

n=0

ċn(t)|ψn(t)〉

da ui:

e−i
H0
~
tf(t) =

+∞∑

n=0

cn(t)e
−iEn

~
t|ψn(t)〉 = |ψ(t)〉

e−i
H0
~
tḟ(t) =

+∞∑

n=0

ċn(t)e
−iEn

~
t|ψn(t)〉

Con queste notazioni, la (7.8) diventa formalmente:

e−i
H0
~
tḟ(t) =

1

i~
V (t)e−i

H0
~
tf(t)

o in maniera equivalente:

ḟ(t) =
1

i~

[

ei
H0
~
tV (t)e−i

H0
~
t
]

f(t)

ovvero, formalmente:

f(t) = f(0)e
1
i~

∫
T
0
ei

H0
~

tV (t)e−i
H0
~

tdt
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da ui si riava he l'operatore di evoluzione temporale nel aso onsiderato è dato da:

8

e
1
i~

∫
T
0
ei

H0
~

tV (t)e−i
H0
~

tdt

In linea generale, si possono estendere i limiti di integrazione fra−∞ e+∞, visto he la perturbazione

si assume limitata nel tempo.

7.2.3 Rappresentazione di Shrödinger, Heisemberg e Dira

È noto he in uno stato un operatore Â ha un valore medio:

A(t) = 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 (7.10a)

A(t) = 〈ψ(0)|eiH~ tÂe−iH~ t|ψ(0)〉 (7.10b)

La rappresentazione (7.10a) è detta rappresentazione di Shrödinger, in essa si assume he il valore

medio di Â ambi nel tempo perhé è lo stato |ψ(t)〉 he varia nel tempo. Invee, nella rappresen-

tazione (7.10b), detta rappresentazione di Heisemberg, si assume he il valore medio di Â ambia

perhé è l'operatore stesso he varia nel tempo mentre la funzione d'onda resta quella iniziale.

Una ulteriore rappresentazione, he risulterà utile nel seguito, è dovuta a Dira (detta appunto

rappresentazione di Dira): in essa si onsidera l'Hamiltoniana H ome somma di quella libera H0

e di una Hamiltoniana di interazione H ′
, ovvero H = H0 +H ′

. In questo aso risulta:

A(t) = 〈ψ0(t)|ei
H0
~
tÂe−i

H0
~
t|ψ0(t)〉 (7.11)

dove ψ0(t) → ψ(0) se H ′ = 0.
Nel seguito, per ragioni di onvenienza, la omponente temporale di un quadrivettore sarà indiata

on l'indie 0. In questo modo risulta xµ = (ct, ~r) e sarà adottata la segnatura metria +−−−.

7.3 Quantizzazione dell'interazione fotone-elettrone

Classiamente, l'interazione di un sistema di arihe on quadriorrente jµ = (e, ̺~v/c) on un ampo

elettromagnetio di potenziale vettore aµ = (φ, ~A) è desritta da:

H ′(t) = e

∫ +∞

0

jµ(~r, t)A
µ(~r, t)d~r

In elettrodinamia quantistia (d'ora in poi, QED) questa forma viene mantenuta, on la riserva

però di onsiderare la quantità in questa formula ome degli operatori la ui forma verrà riavata

qui di seguito. Innanzitutto si osservi he, dato il ampo di Dira ψ (o qualunque altro ampo), le

seguenti quantità hanno proprietà de�nite sotto trasformazioni di Lorentz:

Combinazione Tipo di Oggetto

ψ†γ0ψ Salare

ψ†γ0γµψ Vettore

ψ†γ0(γµγν − γνγµ)ψ Quadritensore antisimmetrio del II

◦
ordine

ψ†γ0γ5ψ Pseudovettore

ψ†γ0γµγ5 Quadrivettore assiale

8

Ovviamente, questa relazione si riferise alla sola perturbazione, per la funzione d'onda soluzione dell'equazione

di Shrödinger on H = H0 + V (t) si ha:

|ψ(t)〉 = |ψ(0)〉e−i
H0
~

t+ 1
i~

∫ T
0 e

i
H0
~

t
V (t)e

−i
H0
~

t
dt
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dove on γ5 si india, seondo la onvenzione stabilita, il prodotto delle matrii di Dira γ0γ1γ2γ3.
Si userà nel seguito anhe la notazione ψ̄ ≡ ψ†γ0. Detto quindi ψ questo ampo di Dira, è naturale

ostruire il vettore orrente:

jµ = ψ̄γµψ

mediante il quale l'interazione fra fermione e ampo elettromagnetio si srive:

H ′(t) = e

∫ +∞

0

ψ̄(~r, t)γµψ(~r, t)A
µ(~r, t)d~r (7.12)

ioé l'ampiezza di probabilità del dato fenomeno è il modulo quadro dell'elemento di matrie fra lo

stato �nale e lo stato iniziale dell'operatore:

e−
i
~

∫
H′(t)dt = e−i

e
~c

∫
ψ̄(~r,t)γµψ(~r,t)A

µ(~r,t)d4xµ
(7.13)

I ampi oinvolti in questa espressione sono:

Aµ =
∑

α,k

[

eµ(α, k)aα,ke
−ikµxµ

+ e∗µ(α, k)a†α,ke
ikµx

µ
]

ψ =
∑

β,p

[

u(β, p)bβ,−pe
−i pµ

~
xµ

+ v(β, p)bβ,pe
i
pµ
~
xµ
]

ψ̄ =
∑

β,p

[

ū(β, p)b†β,−pe
i
pµ
~
xµ

+ v̄(β,−p)b†β,pe−i
pµ
~
xµ
]

In questo modo, dalla (7.12) si vede he i proessi elementari he possono avvenire in un punto dato

sono otto, e preisamente:

1. distruzione di un fotone e di un e−, reazione di un altro e− (ab−b
†
−),

2. distruzione di un fotone, di un e− e di un e+ (ab−b+),

3. distruzione di un fotone, reazione di un e− e di un e+ (ab†−b
†
+),

4. distruzione di un fotone e di un e+ e reazione di un altro e+ (ab+b
†
+),

5. distruzione di un e−, reazione di un altro e− e di un fotone (a†b−b
†
−),

6. distruzione di un e− e di un e+, reazione di un fotone (a†b−b+),

7. reazione di un fotone, un e+ e di un e− (a†b†+b
†
−),

8. distruzione di un e+, reazione di un altro e+ e di un fotone (a†b†+b+).

la ui interazione è desritta proprio dalla (7.12) in ui si sono sostituite le espressioni dei ampi

date sopra.

Nel seguito si studieranno i preessi di interazione arihe-ampo elettromagnetio a diversi ordini

della aria elettria e, ottenuti sviluppando in serie la forma (7.13):

e−i
e
~c

∫
ψ̄(~r,t)γµψ(~r,t)A

µ(~r,t)d4xµ =

+∞∑

n=0

en

n!

(−i
~c

)n ∣
∣
∣
∣

∫

ψ̄(~r, t)γµψ(~r, t)A
µ(~r, t)d4xµ

∣
∣
∣
∣

n

7.3.1 Interazione arihe-ampo elettromagnetio al I ordine in e

Al primo ordine in e, l'operatore (7.13) diventa:

−i e
~c

∫

ψ̄(~r, t)γµψ(~r, t)A
µ(~r, t)d4xµ
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Dei fenomeni possibili, si onsideri ad esempio il fenomeno 5): un elettrone di quadrimpulso p1 viene
distrutto e al suo posto viene reato un elettrone di quadrimpulso p2 e un fotone k. In questo aso

si ha:

∫

ψ̄(~r, t)γµψ(~r, t)A
µ(~r, t)d4xµ =

=

∫

ū(β2, p2)b
†
β2,−p2e

i
p2µ
~
xµ

γµ u(β1, p1)b
†
β1,−p1e

i
p1µ
~
xµ

eµ(α, k)a†α,ke
ikµx

µ

d4xµ =

= ū(β2, p2)γµu(β1, p1)e
µ(α, k)

∫

e
i
~
(p2µ−p1µ+~kµ)x

µ

d4xµ b
†
β2,−p2b

†
β1,−p1a

†
α,k =

= ū(β2, p2)γµu(β1, p1)e
µ(α, k)(2π)4δ4

(p2µ
~

− p1µ
~

+ kµ

)

b†β2,−p2b
†
β1,−p1a

†
α,k

dove la presenza della delta (he deriva dall'integrale) porta alla ondizione:

p1µ = p2µ + ~kµ

he esprime la onservazione del quadrimpulso. Tuttavia, per il proesso in esame questa relazione

non può essere veri�ate in quanto, se i si mette per esempio nel sistema di riferimento in quiete ri-

spetto al primo elettrone (dove E1 = mc2, ~p1 = 0), l'altro elettrone deve avere una energia maggiore,

il he non può essere. In altre parole, non è possible he da un elettrone fermo e senza nessuna azione

esterna se ne origine un altro in moto on in più l'emissione di un fotone. Formalmente, questo si

vede dal fatto he valendo pµp
µ = E2 − c2~p2 = m2c4:

~
2kµk

µ = (p1µ − p2µ)(p1
µ − p2

µ) = p1µp1
µ + p2µp2

µ − 2p1µp2
µ = m2c4 +m2c4 − 2p1µp2

µ =

= 2(m2c4 − E1E2 + ~p1 · ~p2) = 2(m2c4 −mc2E2) = 2mc2(mc2 − E2) 6= 0

in quantoE2 > mc2, d'altra parte vale kµk
µ = |~k|2−ω2

c2 , per ui la ondizione nella delta è impossibile

da veri�arsi ed il fenomeno �sio desritto non può avvenire. Si può ragionare in modo analogo per

gli altri sette fenomeni di interazione, per ui si dedue he nessuno di questi è possibile. Quindi, gli

otto proessi elementari desritti non sono realizzabili al primo ordine.

Prodotto Cronologio

Agli ordini suessivi di approssimazione della (7.13) ompaiono prodotti di operatori he in

generale non ommutano fra loro. Al seondo ordine si ha:

− e2

2~2c2

∫

ψ̄(x2)γµψ(x2)A
µ(x2)ψ̄(x1)γνψ(x1)A

ν(x1)d
4x1d

4x2

sembrerebbe dunque essere presente una erta ambiguità nella de�nizione dell'operatore (7.13),

tuttavia questa ambiguità viene ompletamente rimossa grazie alle seguenti onsiderazioni. Nello

sviluppo della (7.13), si può srivere la potenza n-sima dell'integrale ome un integrale di moltepliità

n, ioé:

e−
i
~

∫
H′(t)dt =

+∞∑

n=0

(−i)n
n!

∫

· · ·
∫

[H ′
1(t)H

′
2(t) · · ·H ′

n(t)] dt1dt2 · · · dtn

In questo modo, si interpreta un proesso all'ordine n ome una suessione ordinata di n proessi

elementari: l'ordine temporale di tale suessione fornise allora l'ordine nel prodotto di opera-

tori (naturalmente, in modo inverso). Così, ad esempio, se un proesso di ordine n è dato dalla

suessione degli n proessi desritti rispettivamente da H ′
1(t)H

′
2(t) · · ·H ′

n(t), nell'ordine tempora-

le, ad esempio, t3 < t1 < t2 < th < . . . < tn, il prodotto in parentesi si srive ordinatamen-

te H ′(tn) · · ·H ′(th)H ′(t2)H ′(t1)H ′(t3). Per espliitare questo ordine ronologio la (7.13) si srive

formalmente:

T̂ e−
i
~

∫
H′(t)dt = T̂ e−i

e
~c

∫
ψ̄(~r,t)γµψ(~r,t)A

µ(~r,t)d4xµ
(7.14)
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7.4 Elettrodinamia Quantistia

7.4.1 Di�usione di due elettroni

Si onsideri il proesso del II

◦
ordine in ui due elettroni, di impulso rispettivamente p1 e p2 vengono

di�usi in altri due elettroni di impulso rispettivamente p3 e p4. Lo stato iniziale del sistema è dunque

|p1, β1, p2, β2〉, mentre quello �nale è |p3, β3, p4, β4〉. Si deve quindi alolare l'elemento di matrie:

〈p3, β3, p4, β4| −
e2

2~2c2

∫

ψ̄(x2)γµψ(x2)A
µ(x2)ψ̄(x1)γνψ(x1)A

ν(x1)d
4x1d

4x2|p1, β1, p2, β2〉 ≡ A+B

dove A e B sono gli elementi di matrie he si riferisono rispettivamente a:

A :
|p1, β1〉 distrutto in x1
|p2, β2〉 distrutto in x2

→ |p3, β3〉 reato in x1
|p4, β4〉 reato in x2

B :
|p1, β1〉 distrutto in x1
|p2, β2〉 distrutto in x2

→ |p3, β3〉 reato in x2
|p4, β4〉 reato in x1

basta quindi alolare il solo termine A sambiando poi |p3, β3〉 on |p4, β4〉 per ottenere B. Per il
termine A gli operatori elettronii presenti sono:

ψ(x1) = u(p1, β1)e
−i p1x1

~ b−p1,β1 ψ̄(x1) = ū(p3, β3)e
i
p3x3

~ b†−p3,β3

ψ(x2) = u(p2, β2)e
−i p2x2

~ b−p2,β2 ψ̄(x2) = ū(p4, β4)e
i
p4x4

~ b†−p4,β4

Per quello he riguarda i ampi fotonii, poihé nel proesso non intervengono fotoni l'elemento

di matrie da onsiderare è 〈0|Aµ(x2)Aν(x1)|0〉, dove |0〉 india lo stato di vuoto fotonio. Questo

è non nullo, ovviamente, solo se il fotone he rea Aµ(x2) ( o A
ν(x1)) viene distrutto da Aν(x1) (o

Aµ(x2)). Con questa preisazione, si osservi he vale:

〈0|Aµ(x2)Aν(x1)|0〉 ∼ e−ikx2eikx1 = e−ik(x2−x1)

ovvero l'elemento di matrie fotonio dipende solo dalla distanza relativa x2 − x1. Questo fatto

suggerise di introdurre il sistema di oordinate:

ξ = x2 − x1

χ =
x1 + x2

2

⇒
x1 = χ− ξ

2

x2 = χ+
ξ

2

mediante le quali si ha:

A = − e2

~2c2
ū(p4, β4)γµu(p2, β2)ū(p3, β3)γνu(p1β1)〈p3, β3, p4, β4|

∫

e
i
~
(p4−p2+p3−p1)xd4x×

× b†4b2b
†
3b1|p1, β1, p2, β2〉T̂

∫

e
i
~
(p3−p1+p2−p4) ξ

2 〈0|Aµ(ξ)Aν |0〉d4ξ

dove l'integrale: ∫

e
i
~
(p4−p2+p3−p1)xd4x = ~(2π)4δ4(p4 + p3 − p2 − p1)

sanise la onservazione dell'impulso totale p1 + p2 = p3 + p4. Ora, risulta anhe:

|p1, β1, p2, β2〉 = b†1b
†
2|0〉

|p3, β3, p3, β4〉 = b†3b
†
4|0〉 ⇒ 〈p3, β3, p3, β4| = 〈0|b4b3

o più in generale |pi, βi, pj , βj〉 = b†jb
†
i |0〉 he di�erisono dalle preedenti solo per un segno -, ioé

per un fattore di fase omune e irrilevante. Siome poi vale anhe:

〈0|bib†i |0〉 = 1
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onsegue:

〈p3, β3, p4, β4|b†4b2b†3b1|p1, β1, p2, β2〉 = 〈0|b4b3b†4b2b†3 b1b†1
︸︷︷︸

b†2|0〉 =

= −〈0| b4b†4
︸︷︷︸

b3b2b
†
3b

†
2|0〉 = 〈0| b3b†3

︸︷︷︸
b2b

†
2

︸︷︷︸
|0〉 = 1

Stante la onservazione dell'impulso, rimane anora da alolare l'elemento T̂
∫
e

i
~
(p3−p1+p2−p4) ξ

2 〈0|Aµ(ξ)Aν |0〉d4ξ.
Questa è una quantità relativistiamente invariante e preisamente un 4-tensore (simmetrio) dipen-

dente dal quadrivettore q = p1 − p3, esso può sriversi ome:

T̂

∫

e
i
~
(p3−p1+p2−p4) ξ

2 〈0|Aµ(ξ)Aν |0〉d4ξ = gµνF (q2) + qµqνG(q2)

dove F (q2) e G(q2) sono due funzioni da determinarsi dell'invariante qµq
µ
. Si osservi subito però he

la suddetta quantità entra nell'elemento di matrie A moltipliato per γν , dell'equazione di Dira
(ovveor γνp

ν = mc/~) si ha pertanto:

γνq
ν = γνp

ν
1 − γνp

ν
3 =

mc

~
− mc

~
= 0

per ui in A il termine qµqνG(q2) non iterviene. Per il alolo di F (q2), posto q = (q0, ~q) e selto

l'asse z ‖ ~q, per ui risulta qx = qy = 0, poihé gxx = −1, si ha:

−F (q2) = T̂

∫ +∞

0

∫

eiqξ〈0|Ax(ξ)Ax(0)|0〉 d~ξ dξ0

Ora, vale:

{

T̂Ax(ξ)Ax(0) = Ax(ξ)Ax(0) se ξ0 > 0

T̂Ax(ξ)Ax(0) = Ax(0)Ax(ξ) se ξ0 < 0

per ui:

−F (q2) =
∫ ∫ +∞

0

eiqξ〈0|Ax(ξ)Ax(0)|0〉 dξ0 d~ξ +
∫ ∫ 0

−∞
eiqξ〈0|Ax(0)Ax(ξ)|0〉 dξ0 d~ξ

Poihé, ome si è visto, oorre distruggere lo stesso fotone he si è reato, per il alolo del primo

addendo si ha:

Ax(ξ) =
1

(2π)3

∫ √
c

ω
~ex(α,~k)aα,~ke

ikξd~k

Ax(0) =
1

(2π)3

∫ √
c

ω
~e∗x(α,~k)a

†
α,~k
eikξd~k

Si ha dunque:

∫ ∫ +∞

0

eiqξ〈0|Ax(ξ)Ax(0)|0〉 dξ0 d~ξ =
∫ +∞

0

1

(2π)3
c

ω

∫ +∞

0

ei(q0+|~k|)ξ0
∫

ei(~q+
~k)~ξ d~ξ dξ0 d~k =

=

∫ +∞

0

1

✟✟✟(2π)3
c

ω

−1

i(q0 + |~k|)
δ3(~q + ~k)✟✟✟(2π)3 =

1

|~q|
−1

i(q0 + |~k|)
=

1

|~q|
i

q0 + |~q|

Proedendo analogamente e sambiando opportunamente Ax(ξ) e Ax(0) si trova:

∫ ∫ +∞

0

eiqξ〈0|Ax(0)Ax(ξ)|0〉 dξ0 d~ξ =
1

~q

−i
q0 − |~q|

per ui in de�nitiva:

−F (q2) = i

|~q|

(
1

q0 + |~q| −
1

q0 − |~q|

)

=
i

|~q|
✚✚q0 − |~q| −✚✚q0 − |~q|

q20 − |~q|2
= − 1

q2
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ovvero:

F (q2) =
1

q2

L'elemento di matrie B si ottiene poi da A sambiando p3 on p4, nel fare questo la osa rilevante
da notare è he:

〈p3, β3, p4, β4|b†3b2b†4b1|p1, β1, p2, β2〉 = 〈0|b4 b3b†3
︸︷︷︸

b2b
†
4 b1b

†
1

︸︷︷︸
b†2|0〉 =

= 〈0|b4b2b†4b†2|0〉 = 〈0| b4b†4
︸︷︷︸

b2b
†
2

︸︷︷︸
|0〉 = −1

In�ne, sostituendo tutto si riava:

A+B = i
(2π)4

c

e2

~c

[

ū4γµu2
gµν

(p3 − p1)2
ū3γνu1 − ū3γµu2

gµν

(p4 − p1)2
ū4γνu1

]

δ(p4 + p3 − p2 − p1)

o anhe, essendo gµνγν = γµ:

A+B = i
(2π)4

c

e2

~c

[

ū4γµu2
1

(p3 − p1)2
ū3γ

µu1 − ū3γµu2
1

(p4 − p1)2
ū4γ

µu1

]

δ(p4 + p3 − p2 − p1)

7.4.2 Ampiezza di di�usione

Come è noto l'ampiezza di probabilità nella di�usione di due elettroni è data, on riferimento al

paragrafo �7.4.1, da |A+B|2 = |A|2+ |B|2 +2ℜeAB†
. Si nota subito he ompare il quadrato della

funzione delta, he deve essere interpretato ome segue:

[δ(pf − pi)]
2 = δ(pf − pi)δ(pf − pi) =

∫

ei(pf−pi)xδ(pf − pi) dx
4 =

= δ(pf − pi)

∫

ei0x dx4 = δ(pf − pi)

∫

dx4 = δ(pf − pi)
V
t

(2π)4

dove V
t

è il volume quadridimensionale. Si ha dunque:

|A+B|2 =
(2π)4

c

(
e2

~c

)2

δ(p4+p3−p2−p1)Vt

[

|�A|2
(p3 − p1)4

+
|��B|2

(p4 − p1)4
− 2

ℜeAB†

(p3 − p1)2(p4 − p1)2

]

1

4

dove si è posto:

�A = ū(p4)γµu(p2)ū(p3)γ
µu(p1)

��B = ū(p3)γµu(p2)ū(p4)γ
µu(p1)

Il fattore 1/4 nel termine |A+ B|2 è dovuto al fatto he, per sempliità, l'ampiezza di di�usione si

intende eseguita su una media degli stati di spin degli elettroni iniziali e su una somma di quelli

�nali e, poihé i sono due elettroni in gioo on spin 1/2, 1/4=1/2+1/2.

Si aloli |�A|2 = AA†
. Sorge qui il problema di alolare il oniugato di ū(pi)γµu(pj) = u∗(pi)γ0γµu(pj).

È noto he, detti ~v e ~w due vettori e A una matrie, vale la relazione (viAijwj)
∗ = (vi)

∗(Aij)∗(wj)∗ =

w∗
jA

†
jiv

∗
i , dove A

†
ji è la matrie hermitiana oniugata di Aij . Da qui si ha dunque:

[u∗(pi)γ0γµu(pj)]
∗ = u∗(pj)γ

†
µγ

†
0u(pi)

Poihé vale:

γ0 =

(
I 0
0 −I

)

= γ†0 ~γ =

(
0 ~σ
−~σ 0

)

= −~γ†

si veri�a failmente he vale γ†µγ
†
0 = γ0γµ, per ui:

[u∗(pi)γ0γµu(pj)]
† = ū(pj)γµu(pi)
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per fare il alolo di questo prodotto basta quindi leggere lo stesso da destra verso sinistra. Si ha

pertanto:

|�A|2 = AA† = ū(p4)γ
µu(p2) ū(p3)γµu(p1)ū(p1)γνu(p3)

︸ ︷︷ ︸
ū(p2)γ

νu(p4)

Si onsideri per ora solo il termine entrale indiato dalla parentesi. Espliitando gli indii 4-spinoriali

(u è infatti un 4-spinore e γ è una matrie 4× 4(9)), esso si srive ome:

ū(p3)
α(γµ)

β
αu(p1)β ū(p1)

δ(γν)
ǫ
δu(p3)ǫ

Si onsideri ora l'operatore R̂ = u(p)βū(p)
δ
, esso risulta un operatore di proiezione in quanto (ūu =

1):10

R̂2 = u(p)β[ū(p)
δu(p)δ]ū(p)

λ = u(p)β ū(p)
λ = R̂

L'operatore Q̂ = (p̂ + m)/2m, on p̂ = pµγµ, sussistendo l'equazione di Dira, è anh'esso un

operatore di proiezione:

Q̂2 =
p̂+m

2m

p̂+m

2m
=

1

4m2

(
p̂2 +m2 + 2mp̂

)
=
p̂+m

2m
= Q̂

inoltre vale anhe:

Q̂R̂ =

(
p̂+m

2m

)β

α

u(p)βū(p)
λ = u(p)αū(p)

λ = R̂

questo fra presumere he Q̂ e R̂ possano in �n dei onti essere lo stesso operatore, tanto più he

entrambi hanno dimensione 2. In pratia, Q̂ proietta sugli stati a energia negativa. Quest'ultima

a�ermazione non sarà qui dimostrata rigorosamente, si assumerà tuttavia nel seguito he Q̂ = R̂.
Con questa posizione si ha allora:

ū(p3)
α(γµ)

β
αu(p1)β ū(p1)

δ(γν)
ǫ
δu(p3)ǫ = ū(p3)

α(γµ)
β
α

(
p̂1 +m

2m

)δ

β

(γν)
ǫ
δu(p3)ǫ =

= (γµ)
β
α

(
p̂1 +m

2m

)δ

β

(γν)
ǫ
δu(p3)ǫū(p2)

α = (γµ)
β
α

(
p̂1 +m

2m

)δ

β

(γν)
ǫ
δ

(
p̂3 +m

2m

)α

ǫ

=

= Tr

[

γµ
p̂1 +m

2m
γν
p̂3 +m

2m

]

=

=
1

4m2
Tr
[
pρ1p

σ
3γµγργνγσ +m(pρ1γµγργν + pσ3γµγνγσ) +m2γµγν

]

Ora, è faile mostrare he la traia di una qualsiasi matrie γ e di qualsiasi prodotto di 3 matrii

γ è nullo.

11

. Sfruttando poi l'identità:

γµγν =
γµγν + γνγµ

2
+
γµγν − γνγµ

2
= gµν +

γµγν − γνγµ
2

(7.15)

insieme al fatto he la traia è invariante per permutazioni ilihe:

TrAB = TrBA ⇒ Tr [A,B] = 0

e in�ne he Tr I4 = 4,12 si ha:

Tr γµγν = 4gµν (7.16)

9

Si riordi omunque he si è sommato sugli spin.

10

Per sempliità si usa qui il sistema di unità in ui c = ~ = 1, in questo sistema l'equazione di Dira si srive

(pµγµ)
β
αu(p)β = µ(p)α.

11

In generale, il prodotto di (2n+ 1) matrii γ ha traia nulla.

12

Si osservi he la traia non si esegue sugli indii µ,ν di quadritensore ma su quelli α, β di 4-spinorialità.
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Si ha anora:

γµγργνγσ = (2gµρ − γργµ)γνγσ =

= 2gµργνγσ − γρ(2gµν − γνγµ)γσ =

= 2gµργνγσ − 2gµνγργσ + γργν(2gµσ − γσγµ)

e dunque:

Tr γµγργνγσ = 2gµρTr γνγσ − 2gµν Tr γργν − Tr γργνγσγµ

poihé la traia è ilia Tr γργνγσγµ = Tr γµγργνγσ, e dalla (7.15) si riava:

✁2Tr γµγργνγσ = ✁2gµρ4gνσ − ✁2gµν4gρσ + ✁2gµσ4gρν

ovvero:

Tr γµγργνγσ = 4 (gµρgνσ − gµνgρσ + gµσgρν) (7.17)

quindi:

ū(p3)γµu(p1)ū(p1)γνu(p3) =
1

4m2

[
4pρ1p

σ
3 (gµρgνσ − gµνgρσ + gµσgρν) + 4m2gµν

]
=

= gµν +
1

m2

[
p1µp3ν − gµνp

ρ
1p3ρ + p1νp3µ

]
=

= gµν +
1

m2

[
p1µp3ν + p1νp3µ − gµνp1 · p3

]

Proedendo analogamente si arriva alla:

|�A|2 =

[

gµν +
1

m2
(p1µp3ν + p1νp3µ − gµνp1 · p3)

] [

gµν +
1

m2
(p2

µp4
ν + p2

νp4
µ − gµνp2 · p2)

]

e poihé gµνg
µν = 4 (gµν = gµν):

|�A|2 = 4− 2

m2
(p2 · p4 + p1 · p3) +

2

m2
(p1 · p2p3 · p4 + p1 · p3p2 · p4)

e sambiando l'indie 3 on l'indie 4 si riava anora:

|��B|2 = 4− 2

m2
(p2 · p3 + p1 · p4) +

2

m2
(p1 · p2p4 · p3 + p1 · p4p2 · p3)

Rimane quindi da alolare il termine:

�A��B
† = ū(p3)γµu(p1)ū(p4)γ

µu(p2)ū(p2)γνu(p3)ū(p1)γ
ν(p4) =

=
1

16m4
Tr(p̂2 +m)γν(p̂3 +m) γµ(p̂1 +m)γν(p̂4 +m)γµ

︸ ︷︷ ︸

Per il termine evidenziato si ha:

γµ(p̂1 +m)γν(p̂4 +m)γµ = γµp̂1γ
ν p̂4γ

µ +m(γµp̂1γ
νγµ + γµγ

ν p̂4γ
µ) +m2γµγ

νγµ =

= p1σp4ρ(γµγ
σγνγργµ) +mp4ρ(γµγ

νγργµ) +m2γµγ
νγµ

ora, risulta:

γµγ
νγµ = γµ(2g

νµ − γµγν) = 2γν − 4γν = −2γν

anora:

γµγ
νγργµ = γµγ

ν(2gρµ − γµγρ) = 2γργν − γµ(2gνµ − γµγν)γρ =

= 2γργν + 2γνγρ = 4gρν
(7.18)
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in�ne:

γµγ
σγνγργµ = γµγ

σγν(2gµρ − γµγρ) = 2γργσγν − γµγ
σ(2gνµ − γµγν)γρ =

= 2γργσγν − 2γνγσγρ + γµ(2g
σµ − γµγσ)γνγρ =

= 2γργσγν − 2γνγσγρ − 2γσγνγρ = 2γργσγν − 4gνσγρ =

= 2γρ(−2gνσ + γσγν) = 2γργνγσ

(7.19)

he sostituite fornisono:

γµ(p̂1 +m)γν(p̂4 +m)γµ = −2p1σp4ργ
ργνγσ + 4mp1σg

νσ + 4mp4ρg
ρν − 2m2γν =

= −2p1σp4ργ
ργνγσ + 4m(pν1 + pν4)− 2m2γν

Notando ora he:

p̂1γ
ν = p1ργ

ργν = p1ρg
νργνγ

ν = 4p1ρg
νρ = 4pν1

si riava he γµ(p̂1 +m)γν(p̂4 +m)γµ = −2p̂4γ
ν p̂1 +m(p̂1γ

ν + p̂4γ
ν)− 2m2γν . Da questa relazione

disende:

�A��B
† =

1

16m2
Tr(p̂2 +m)(γν p̂3 +mγν)

[
−2p̂4γ

ν p̂1 +m(p̂1γ
ν + p̂4γ

ν)− 2m2γν
]
=

=
1

16m2
Tr(p̂2 +m) [−2γν p̂3p̂4γ

ν p̂1 +mγν p̂3p̂1γ
ν +mγν p̂3p̂4γ

ν+

−2m2γν p̂3γ
ν − 2mγν p̂4γ

ν p̂1 +m2γν p̂1γ
ν +m2γν p̂4γ

ν − 2m3γνγ
ν
]

Dalle relazioni (7.18) e (7.19) si riava subito:

γν p̂γ
ν = −2p̂

γν p̂ip̂jγ
ν = 4pi · pj

mentre dalla relazione:

γνγ
ργνγσ = γνγ

ρ (2gνσ − γσγν) = 2γσγρ − 4gρσ

si riava:

γν p̂iγ
ν p̂j = 2pj · pi − 4pj · pi

Sostituendo nella relazione di sopra si riava:

�A��B
† =

1

16m2
Tr(p̂2+m)

[
−8p3 · p4p̂1 +m (p3 · p1 + p3 · p4 − 4p̂1p̂4 + 8p1 · p4) + 2m2 (2p̂3 − p̂1 − p̂4)− 8m3

]

non risrivendo i termini he hanno un angolo tra le matrii γ, he hanno traia nulla:

�A��B
† =

1

16m2
Tr(p̂2+m)

[
−8p̂2p3 · p4p̂1 +m2 (4p̂2p̂3 − 2p̂2p̂1 − 2p̂2p̂4 + p3 · p1 + p3 · p4 − 4p̂1p̂4 + 8p1 · p4)− 8m4

]

e dalle relazioni (7.16) et (7.17):

�A��B
† =

1

16m2

[
−32p3 · p4p2 · p1 +m2 (16p1 · p3 − 8p2 · p1 − 8p2 · p4

+4p3 · p1 + 4p3 · p4 − 16p1 · p4 + 32p1 · p4)− 32m4
]

ovvero:

�A��B
† = −2 +

1

m2

[

(p2 · p3 + p1 · p4)−
1

4
(p2 + p4) (2p2 − p3)

]

− 2

m4
p3 · p4p2 · p1

Si osservi he AB†
è reale, per ui l'ampiezza di di�usione è 2ℜeAB† = 2AB†

.
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7.4.3 Dipendenza dall'angolo di di�usione

Nella di�usione di due elettroni si supponga he le partielle siano dirette ome indiato in �gura.

p1 p2

p3

p4

θ

Si ha quindi:

p1 = (E, 0, 0, p) p3 = (E, p sin θ, 0, p cos θ)

p2 = (E, 0, 0,−p) p4 = (E,−p sin θ, 0,−p cos θ)

Si nota subito he lo sambio di p3 on p4 equivale allo sambio di θ on θ + π. Si ha subito he

(p3 − p1) = (0, p sin θ, 0, p(cos θ − 1)) e quindi:

(p3 − p1)
2 = p2(sin2 θ + 1 + cos2 θ − 2 cos θ) = 2p2(1− cos θ) = 4p2 sin2(θ/2)

(p4 − p1)
2 = 4p2 cos2(θ/2)

p1 · p3 = p2 · p4 = E2 − p2 cos θ

p1 · p2 = p3 · p4 = E2 + p2

p1 · p4 = p2 · p3 = E2 + p2 cos θ

p1 + p4 = (2E,−p sin θ, 0, p(1− cos θ))

2p2 − p3 = (E,−p sin θ, 0,−p(2 + cos θ))

ovvero:

(p1 + p4) · (2p2 − p3) = 2E2 − p2(sin2 θ − 2− cos θ − cos2 θ) = 2E2 + p2(cos(2θ) + cos θ + 2)

ponendo ora (in unità naturali c = 1): v = p/E, si riava:

|�A|2
(p3 − p1)4

=
1

4E4v4 sin4(θ/2)

[

1− E2

m2
(1− v2 cos θ) +

E4

2m4

(
v4(1 + cos2 θ) + 2v2(1 + cos θ) + 2

)
]

|��B|2
(p4 − p1)4

=
1

4E4v4 cos4(θ/2)

[

1− E2

m2
(1 + v2 cos θ) +

E4

2m4

(
v4(1 + cos2 θ) + 2v2(1− cos θ) + 2

)
]

�A��B
†

(p3 − p1)2(p4 − p1)2
=

1

2E4v4 sin2 θ

[

1 +
E2

m2

(

(v2(cos(2θ) + 2)− 3

4

)

+
2E4

m4
(1 + v2)2

]

7.4.4 Forma generale dell'ampiezza di di�usione

Nei proessi di di�usione, la probabilità di transizione da uno stato 〈i| a uno stato 〈f | si può srivere
nella forma (in unità naturali ~ = c = 1):

|Sfi|2 = (2π)4δ(4)(pf − pi)|Tfi|2V t

dove la δ(4) assiura la onservazione del quadrimpulso e Tfi è l'ampiezza di di�usione he nel aso

di due elettroni, per esempio, assume la forma

|✚A|
(p3−p1)2 + |✚B|

(p4−p1)2 . La probabilità di transizione

nell'unità di tempo è data dalla forma:

Wfi = (2π)4δ(4)(pf − pi)|Tfi|2V

Consideriamo per ora il deadimento di una partiella di impulso p1 in due orpi di impulso p2 e
p3. Allora risulta pi = p1 e pf = p2+p3. Come è noto, il numero di stati nell'elemento di volume dello
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spazio delle fasi d3~rd3~p2d
3~p3 è dato da V 2d3~rd3~p3/(2π)

3
. La probabilità di transizione nell'unità di

tempo ad uno di questi stato è:

dW = (2π)4δ(4)(pf − pi)|Tfi|2
V 2d3~rd3~p3

(2π)3

le funzioni d'onda utilizzate per alolare gli elementi di matrie Tfi devono essere normalizzate in

modo tale he nel volume V i sia una sola partiella. Così, se per l'elettrone si onsidera la funzione

ψ = ue−ip·x (u†u = 1) e per il fotone A =
√
4π e e−ik·x (ee∗ = −1, ~e · ~k = 0), si può vedere he

per iasuna partiella la funzione d'onda deve essere moltipliata per il fattore di normalizzazione

1/
√
2εiV , dove εi è l'energia della partiella onsiderata. Questi fattori possono essere resi espliiti

ponendo nel aso in esame:

Tfi =
1√

2ε1V
√
2ε2V

√
2ε3V

Mfi

mediante la quale si ha:

dW =
|M2

fi|
2

32π2m
δ(~p2 + ~p3)δ(ε2 + ε3 −m)

d3~p2d
3~p3

ε2ε3
(7.20)

Integrando per esempio in d3~p3 si elimina la prima funzione δ, ponendo poi ~p2 = −~p3 → |p2| =
|p3| = p rimane la sola integrazione in d3~p2 = p22dp2dΩ. Poihé p

2
3 = p22 e p

2
i = ε2i −m2

i di�erenziando

si ha 2pidpi = 2εidεi, da ui:

dε2 =
p2
ε2
dp2 dε3 =

p3
ε3
dp3

e siome vale p2 = p3, sommando si ha:

d(ε2 + ε3) =

(
1

ε2
+

1

ε3

)

p2dp2 ⇒ p2dp2 =
ε2ε3
ε2 + ε3

d(ε2 + ε3)

da ui:

p22dp2dΩ

ε2ε3
=

p

ε2 + ε3
d(ε2 + ε3)dΩ

he sostituita nella (7.20) fornise:

dW =
|M2

fi|
2

32π2m
δ(ε2 + ε3 −m)

p

ε2 + ε3
d(ε2 + ε3)dΩ

Integrando in�ne in d(ε2 + ε3) sompare anhe l'altra funzione δ e ponendo ε2 + ε3 = m si ha:

dW =
|M2

fi|
2

32π2m
pdΩ

Considerando ora la di�usione di due elettroni di quadrimpulso iniziale p1,p2 e quadrimpulso

�nale p3,p3 la probabilit� di transizione si srive:

dW = (2π)4δ(p3 + p4 − p1 − p2)
|M2

fi|
2

V ✄416ε1ε2ε3ε4
��V
✚✚V 2d3~p3d

3~p4
(2π)6

In questi proessi, tuttavia, interessa la sezione d'urto di�erenziale, la quale si ottiene a partire

da dW dividendo per il �usso relativo delle partielle inidenti:

j =
v1 + v2
V

=
1

V

( |~p1|
ε1

+
|~p2|
ε2

)

=
2

V

p

E

dove vi = pi/Ei è la veloità nel sistema di riferimento del laboratorio e nel quale si ha ~p1 = −~p2,
ε1 = ε2 = E. Si ha dunque:

dσ =
|M2

fi|
2

64π2

1

E2

E

2p
δ(~p3 + ~p4)δ(ε3 + ε4 − 2E)

d3~p3d
3~p4

ε3ε4
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e proedendo ome sopra si arriva alla forma:

dσ =
|M2

fi|
2

64π2

1

E2

�E

2✁p
✁p

2�E
dΩ

ovvero:

dσ =
|M2

fi|
2

64π2

1

4E2
dΩ

7.4.5 Sezione d'urto dell'e�etto Compton

Si onsideri la di�usione di un fotone su di un elettrone (~ = c = 1):

b

k1 p1

p2

k2

θ′

θ

La onservazione del quadrimpulso si srive:

k1 + p1 = k2 + p2

dove nel sistema di riferimenti di quiete dell'elettrone iniziale vale:

k1 = (ω, 0, 0, ω) k2 = (ω′, ω′ sin θ, 0, ω′ cos θ)

p1 = (m, 0, 0, 0) p2 = (E,−p sin θ′, 0, p cos θ)

e la onservazione dell'impulso diventa osì:

ω +m = ω′ + E

0 = ω′ sin θ − p sin θ′

ω = ω′ cos θ + p cos θ′

L'invariante m2 = E2 − p2 = p2(sin2 θ′ + cos2 θ′) si srive allora (sostituendo le preedenti):

m2 = (ω +m− ω′)2 − p2 sin2 θ′ − p2 cos2 θ′

✚✚m
2 =✚✚ω2 +✚✚m

2 +✚✚ω
′2 + 2mω − 2ωω′ − 2mω′ −✘✘✘✘✘

ω′2 sin2 θ −✚✚ω2 −✘✘✘✘✘
ω′2 cos2 θ + 2ωω′ cos θ

0 = 2m(ω − ω′)− 2ωω′(1− cos θ)

m

(
1

ω′ −
1

ω

)

= (1 − cos θ)

da ui, sostituendo λ = 2π/ω, si riava:

λ− λ′ =
2π

m
(1− cos θ)

e espliitando le ~ e c:

λ− λ′ = 2π
~

mc
(1 − cos θ)

Il proesso di di�usione γk1 + e−p1 → γk2 + e−p2 è desritto da:

Sfi = −e
2

2
〈k2p2|T

∫

ψ̄(x2)γµψ(x2)A
µ(x2)ψ̄(x1)γνψ(x1)A

ν(x1)d
4x1d

4x2|k1p1〉

dove sono possibili i seguenti due asi:
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A distruzione fotone iniziale in x2 distruzione elettrone iniziale in x2
distruzione fotone �nale in x1 distruzione elettrone �nale in x1

B distruzione fotone iniziale in x2 distruzione elettrone iniziale in x1
distruzione fotone �nale in x1 distruzione elettrone �nale in x2

Ovviamente, la reazione o distruzione in uno stesso punto (x1 o x2) di elettroni insieme on un

fotone annulla Sfi e quindi non è possibile. Per il aso A oorre onsiderare:

Aµ(x2) = a1e
µ(k1, α1)e

−ik1·x2 ψ(x2) = b1u(p1, β1)e
−ip1·x2

Aν(x1) = a†2e
∗µ(k2, α2)e

−ik2·x1 ψ̄(x1) = b†2u(p2, β2)e
−ip2·x1

srivendo |k1p1〉 = a†1b
†
1|0〉 e 〈k2p2| = 〈0|a2b2, la parte operazionale per t2 > t1 è:

〈0|a2b2ψ̄(x2)b1a1b†2ψ(x1)a†2a†1b†1|0〉 = 〈0|b2ψ̄(x2)b1b†2ψ(x1)b†1|0〉 =
= 〈0|b2ψ̄(x2)b†2ψ(x1)|0〉 =
= −〈0|ψ̄(x2)ψ(x1)|0〉

mentre per t1 > t2 è:

〈0|a2b2b†2ψ(x1)a†2ψ̄(x2)b1a1a†1b†1|0〉 = 〈0|b2b†2ψ(x1)ψ̄(x2)b1b†1|0〉 =
= 〈0|ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉

si può quindi de�nire per ompattezza il seguente prodotto ronologio:

T̃ 〈0|ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 =







〈0|ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉 t1 > t2

−〈0|ψ̄(x2)ψ(x1)|0〉 t2 > t1

e, notando he può dipendere solo da x1 − x2, porre:

D(x1 − x2) = T̃ 〈0|ψ(x1)ψ̄(x2)|0〉

e quindi introdurre de�nitvamente le nuove variabili ξ = x2 − x1 e χ = x1+x2

2 . Si ha quindi,

riprendendo la notazione preedente:

A =

∫

ū(p2)γνD(x1 − x2)γµu(p1)e
∗ν(k2)e

µ(k1)e
−ip1·x2e−ik1·x2eip2·x1eik2·x1d4x1d

4x2 =

= ū(p2)γν

∫

D(ξ)e−i(p1+k1+p2+k2)
ξ
2 d4ξγµu(p1)e

∗ν(k2)e
µ(k1)

∫

e−i(−p1−k1+p2+k2)χd4χ =

= (2π)4δ(4)(p2 + k2 − p1 − k1)ū(p2)γν

∫

D(ξ)e−i(p1+k1)ξd4ξe∗ν(k2)e
µ(k1)

per il alolo dell'integrale in ξ, ponendo (k̂1 + p̂1)
α
β = (γρ)

α
β (k

ρ
1 + pρ2) e osservando he (k1 +

p1)
ρe−iξ(k1+p1) = i∂ρe−iξ(k1+p1), vale:

(k̂1 + p̂1)

∫

D(ξ)e−i(p1+k1)ξd4ξ = iγρ

∫

T̃ 〈0|ψ(−ξ)ψ̄(0)|0〉∂ρe−iξ(k1+p1)d4ξ

e integrando per parti si ha:

(k̂1 + p̂1)

∫

D(ξ)e−i(p1+k1)ξd4ξ = iγρ

∫

∂ρ〈0|ψ(−ξ)ψ̄(0)|0〉e−iξ(k1+p1)d4ξ

Per la de�nizione di T̃ , quando si esegue la derivata del prodotto ronologio bisogna stare attenti
quando ξt = 0, perhé per questo valore T̃ψ(−ξ)ψ̄(0) ha una disontinuità di prima speie (assume

due valori distinti). Riordando he:

δ(ξt) =
∂

∂ξt
O(ξt)
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si può srivere:

∂

∂ξt
T̃ψ(−ξ)ψ̄(0) = T̃

∂

∂ξt
ψ(−ξ)ψ̄(0)

∣
∣
∣
∣
ξt 6=0

+ δ(ξt)

{[

T̃ψ(−ξ)ψ̄(0)
]

ξt=0+
−
[

T̃ψ(−ξ)ψ̄(0)
]

ξt=0−

}

per ui, sostituendo sopra:

A = T̃

∫

〈0|iγρ∂ρψ(ξ)ψ̄(0)|0〉e−i(k1+p1)ξd4ξ−iγ0
∫

−
[
ψ̄(0)ψ(−ξ, 0−) + ψ(−ξ, 0+)ψ̄(0)

]
δ(ξt)e

−i(k1+p1)ξd4ξ

Per l'equazione di Dira −iγρ∂ρψ(−ξ) = mψ(−ξ) e riordando inoltre he {ψ†(0), ψ(−ξ)} =
δ(ξ) ⇒ {ψ+(0), ψ(−ξ)} = δ(ξ)γ0 si ha:

A = m

∫

T̃ 〈0|iγρ∂ρψ(ξ)ψ̄(0)|0〉e−i(k1+p1)ξd4ξ + iγ0γ0

∫

δ(ξ)δ(ξt)e
−i(k1+p1)ξd4ξ

= m

∫

T̃ 〈0|iγρ∂ρψ(ξ)ψ̄(0)|0〉e−i(k1+p1)ξd4ξ + i · 1 · 1

si ha dunque he D(ξ) soddisfa l'equazione:

(k̂1 + p̂1 −m)

∫

D(ξ)e−i(k1+p1)ξd4ξ = i

per ui è:

∫

D(ξ)e−i(k1+p1)ξd4ξ = i
k̂1 + p̂1 +m

(k1 + p1)2 −m2

e sostituendo si ottiene:

�A = ū(p2)γν i
k̂1 + p̂1 +m

(k1 + p1)2 −m2
γµu(p1)e

∗ν(k2)e
µ(k1)

È faile vedere per alolo diretto he il termine B si può ottenere dalla forma di A per sambio di

k1 ↔ −k2 e l'ampiezza di di�usione è simmetria in tale sambio, si ha quindi:

�A+��B = ū(p2)γν i
p̂1 + k̂1 +m

(k1 + p1)2 −m2
γµu(p1)e

∗ν(k2)e
µ(k1)+ū(p2)γνi

p̂1 − k̂2 +m

(p1 − k2)2 −m2
γµu(p1)e

∗ν(k1)e
µ(k2)

dove si è anhe sfruttato il fatto he e∗(−k) = e(k).

Caloliamo ora |�A+��B|2 = |�A|2 + |��B|2 + 2ℜe�A��B†
. Per il seguito è omodo notare he p1 + k1 =

p2 + k2 e he (k1 + p1)
2 −m2 = k21 + p21 + 2k1 · p1 −m2 = 0 +m2 + 2k1 · p1 −m2 = 2k1 · p1. Si ha:

|�A|2 = ū(p2)γν i
p̂1 + k̂1 +m

2k1 · p1
γµu(p1)ū(p1)γρi

p̂1 + k̂1 +m

2k1 · p1
γσu(p2)e

∗ν(k2)e
µ(k1)e

σ(k2)e
∗ρ(k1)

Si onsideri, per esempio, T νσ2 = e∗ν(k2)eσ(k2) (e analogamente T ρµ2 = e∗ρ(k1)eµ(k1)). Fissato

l'asse z in direzione

~k2, le due polarizzazioni possibile del fotone sono lungo x e y, per ui è T νσ2 =
δν1δ

σ
1 + δν2δ

σ
2 . si vuole far vedere he se a questo si aggiunge il termine δν3δ

σ
3 + δν0δ

σ
0 , in modo he

T νσ2 = gνσ, l'ampiezza di di�usione non ambia. In altre parole si dimostrerà, in generale, he se

T νσ2 → T νσ2 + kν2χ
σ + kσ2χ

ν
l'ampiezza di di�usione resta invariata e più partiolarmente he:

kν2

[

ū(p2)γνi
p̂1 + k̂1 +m

2p1 · k1
γµu(p2)ê

µ(k2) + ū(p2)γµi
p̂1 − k̂2 +m

−2p1 · k2
γµu(p1)ê

µ(k1)

]

= 0

da notare he gli indii µ e ν sono muti (si proederà in maniera analoga per T ρµ1 ). Poihé vale

p̂1 + k̂1 = p̂2 + k̂2, da ui 2p1 · k2 = p1 · k2, si ha:

kν2 [. . .] = ū(p2)k̂2i
p̂2 + k̂2 +m

2p2 · k2
γµu(p2)ê

µ(k2) + ū(p2)γµi
p̂1 − k̂2 +m

−2p1 · k2
k̂2u(p1)ê

µ(k1) = (7.21)

= ū(p2)k̂2i
p̂2 +m

2p2 · k2
γµu(p2)ê

µ(k2) + ū(p2)γµi
p̂1 +m

−2p1 · k2
k̂2u(p1)ê

µ(k1) (7.22)
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essendo k̂2k̂2 = |k2|2 = 0. Siome poi vale k̂2p̂2 = 2p2 ·k2− p̂2k̂2, p̂1k̂1 = 2p1 ·k1− k̂1p̂1 (dalla γµγν+
γνγµ = 2gµν) e onsiderando he per l'equazione di Dira [ū(p2)p̂2]k̂2 = ū(p2)mk̂2 e k̂2[ū(p1)p̂1] =

k̂2mū(p1), si ha:

kν2 [. . .] = ū(p2)i
✘✘✘✘2p2 · k2
✘✘✘✘2p2 · k2

γµu(p1)e
µ(k1)− ū(p2)i

✘✘✘✘2p1 · k2
✘✘✘✘2p1 · k2

γµu(p1)e
µ(k1) = 0

he è quanto volevamo dimostrare. Poihé la selta della χ è arbitraria, resta da vedere se è possibile

seglierla in modo tale he kν2χ
σ + kσ2χ

ν = δν3δ
σ
3 − δν0δ

σ
0 . Risulta evidentemente χ1 = χ2 = 0, per

ν = σ = 0 invee è k02χ
0 + k02χ

0 = −1, ovvero χ0 = −1/2k02. Per ν = σ = 3 vale k32χ
3 + k32χ

3 = 1,
ovvero χ3 = 1/2k32. Per ν = 3 e σ = 0 vale k32χ

0+k02χ
3 = 0 he è automatiamente soddisfatta visto

he vale k02 = k32 (vale infatti k2 = (ω, 0, 0, ω)). Con questa selta di χ si ha dunque T νσ2 = gνσ e

analogamente T ρµ1 = gρµ.13

Si ha osì:

|�A|2 = ū(p2)γν
p̂1 + k̂1 +m

2p1 · k1
γµu(p1)ū(p1)γ

µ p̂1 + k̂1 +m

2p1 · k1
γνu(p2)

ovvero, essendo la traia ilia:

|�A|2 = Tr

(
p̂2 +m

2m

)

γν

(

p̂1 + k̂1 +m

2p1 · k1

)

γµ

(
p̂2 +m

2m

)

γµ

(

p̂1 + k̂1 +m

2p1 · k1

)

γν =

1

16m2(p1 · k1)2
Tr(p̂1 + k̂1 +m)γµ(p̂1 +m)γµ(p̂1 + k̂1 +m)γν(p̂2 +m)γν

Sioma vale anhe:

γµ(p̂1 +m)γµ = p1ργµγ
ργµ +mγµγ

µ = −2p1ργ
ρ + 4m = −2p̂1 + 4m

e analogamente:

γν(p̂2 +m)γν = −2p̂2 + 4m

si ha:

|�A|2 =
1

4m2(p1 · k1)2
Tr(p̂1 + k̂1 +m)(p̂1 − 2m)(p̂1 + k̂1 +m)(p̂2 − 2m)

Dalla relazione:

(p̂1 + k̂1 +m)(p̂2 − 2m) = (p̂2 + k̂2 +m)(p̂2 − 2m) = (p̂2 + k̂2)p̂2 −m(p̂2 + k̂2)− 2m2

(p̂1 + k̂1 +m)(p̂1 − 2m) = (p̂1 + k̂1 +m)(p̂1 − 2m) = (p̂1 + k̂1)p̂1 −m(p̂1 + k̂1)− 2m2

e non srivendo i termini in 0 fra due matrii gamma (he hanno traia nulla), si riava:

|�A|2 =
1

4m2(p1 · k1)2
{

Tr
[

(p̂1 + k̂1)p̂2(p̂1 + k̂1)p̂1+

−m2
[

2(p̂1 + k̂1)(p̂1 + p̂2)− (p̂1 + 2k̂2)(p̂1 + 2k̂1)
]

+ 4m4
]}

Dalle (7.16) e (7.16) si dedue he (â = aργ
ρ
):

Tr âb̂ = 4a · b
Tr âb̂ĉd̂ = 4 [(a · b)(c · d) + (a · d)(b · c)− (a · b)(a · d)]

e poihé Tr I = 4:

|�A|2 =
1

4m2(p1 · k1)2
{2(p1 + k1) · p2(p1 + k1) · p1+

−m2 [2(p1 + k1) · (p1 + p2)− (p2 + 2k2) · (p1 + 2k1)] + 4m4
}

13

Si può vedere he l'arbitrarietà nella selta T νσ → T νσ + kνχσ + kσχν
è direttamente legata all'invarianza di

gauge per il potenziale in �sia lassia.
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e tenendo presente he p21 = p22 = m2
e k21 = k22 = 0:

|�A|2 =
1

4m2(p1 · k1)2
{

✘✘✘✘✘
2m2p1 · p2 +✘✘✘✘✘

2m2p2 · k2 +✭✭✭✭✭✭✭✭✭
2(p1 + k1)(p1 · p2) + 2(p1 + k1)(p2 · k1)+

−✭✭✭✭✭✭
2p1 · k1p1 · p2 −✘✘✘✘✘

m2p1 · p2 − 2m4 −✘✘✘✘✘
2m2p1 · p2 − 2m2p1 · k1+

−✘✘✘✘✘2m2p1 · k1 +✘✘✘✘✘
m2p1 · p2 + 2m2p2 · k1 + 2m2p1 · k2 + 4m2k1 · k2 + 4m4

}

ovvero:

|�A|2 =
1

4m2(p1 · k1)2
[
2(p1 · k1)(p2 · k1) + 2m2(p2 · k1 − p1 · k1 + p1 · k2 + 2k1 · k2) + 2m4

]

Il termine |��B|2 si ottiene da |�A|2 sambiando k1 on −k2:

|��B|2 =
1

4m2(p1 · k2)2
[
−2(p1 · k2)(p2 · k2) + 2m2(−p2 · k2 + p1 · k2 − p1 · k1 + 2k1 · k2) + 2m4

]

Oore in�ne alolare�A��B
†
. Mediando sugli spin iniziali e sommando su quelli �nali:

�A��B
† = ū(p2)γµ

p̂1 + k̂2 +m

2p1 · k2
γνy(p1)ū(p1)γ

µ p̂1 − k̂2 +m

−2p1 · k2
γνu(p2)−

1

4

Si ha quindi:

�A��B
† =

1

4
Tr γµ

(

p̂1 + k̂2 +m

2p1 · k2

)

γν

(
p̂1 +m

2m

)

γµ

(

p̂1 − k̂2 +m

−2p1 · k2

)

γν
(
p̂2 +m

2m

)

=

=
1

16m2(p1 · k1)(p1 · k2)
1

4
Tr
[

γµ(p̂1 + k̂2 +m)γν(p̂1 +m)γµ(p̂1 − k̂2 +m)γν(p̂2 +m)
]

Siome si ha:

γµ(p̂1 + k̂2 +m)γν(p̂1 +m)γµ =

= (p1 + k1)
ρpσ1γµγργνγσγ

γ +m(p1 + k1)
ργµγργνγ

µ +mpσ1γµγνγσγ
µ +m2γµγνγ

µ =

= −2(p1 + k1)
ρpσ1γσγνγρ + 4m(p1 + k1)

ρgρν + 4mpσ1gνσ − 2m2γν =

= −2p̂1γν(p̂1 + k̂1) + 4m(2p1ν + 2k1ν − 2m2γν

e

(p̂1 − k̂2 +m)γν(p̂2 +m) = (p̂1 − k̂2)γ
ν p̂2 +m

[

(p̂1 − k̂2)γ
ν + γν p̂2

]

+m2γν

sostituendo si riava:

�A��B
† =

−1

16m2(pi · k1)(p1 · k2)
1

4
Tr
{

−2p̂1γν(p̂1 + k̂1)(p̂1 − k̂2)γ
ν p̂2 − 2m2p̂1γν(p̂1 + k̂1)γ

ν+

+4m2(2p1ν + k1ν )
[

(p̂1 − k̂2)γ
ν + γν p̂2

]

− 2m2γν(p̂1 − k̂2)γ
ν p̂2 − 2m4γνγ

ν
}

=
−1

16m2(pi · k1)(p1 · k2)
1

4
Tr
{

−8(p̂1 + k̂1) · (p̂1 − k̂2)p̂1p̂2 + 4m2p̂1(p̂1 + k̂1)+

+4m2(p̂1 − k̂2)(2p̂1 + k̂1) + 4m2(2p̂1 + k̂2)p̂2 + 4m2(p̂1 − k̂2)p̂2 − 8m4
}

=
−1

16m2(pi · k1)(p1 · k2)
{

−8(p̂1 + k̂1) · (p̂1 − k̂2)p̂1p̂2 + 4m2 [p1 · (p1 + k2)+

+(p1 − k2) · (2p1 + k1) + (2p1 + k1) · p2 + (p1 − k2) · p2 −m2
]}

in de�nitiva:

�A��B
† =

−1

16m2(pi · k1)(p1 · k2)
{2p1 · p2 [p1 · (k2 − k1) + k1 · k2] +

+m2
[
m2 + (k1 − k2) · (2p1 + p2) + p1 · p2 − k1 · k2

]}
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7.4.6 Di�usione positrone-elettrone

Si onsideri ora il proesso e++e− → e++e−, dove gli elettroni e positroni iniziali hanno rispettiva-
mente quadrimpulso q1 e p1 e quelli �nali q2 e p2. Proedendo ome al solito, si possono individuare

i seguenti asi:

A distruzione e+ in x1 reazione e+ in x2
distruzione e− in x1 reazione e− in x2

B distruzione e+ in x2 reazione e+ in x2
distruzione e− in x1 reazione e− in x1

il primo dei quali è desritto da:

ψ̄(x1) = b+q1ū(−q1)e−iq1·x1 ψ(x2) = b†+q2u(−q2)eiq2·x2

ψ(x1) = b−p1ū(p1)e
−ip1·x1 ψ̄(x2) = b†−p2ū(p2)e

ip2·x2

mentre il seondo si può ottenere dal primo sambiando −q1 ↔ p2. Si noti he la matrie di di�usione

è antisimmetria in questo sambio.

�A+��B = ū(p2)γµu(−q2)
i

(p1 + q1)2
ū(−q1)γνu(−q2)

i

(p1 − p2)2
ū(p2)γ

νu(p1)

Denotando on ET = p+q1, l'ampiezza di di�usione è data da:

|�A|2 =
1

E4
T

ū(p2)γµu(−q2)ū(−q1)γµu(p1)γνu(−q1)ū(−q2)γνu(p2) =

=
1

E4
T

1

16m4
[Tr(p̂2 −m)γµ(m− q̂2)γν ] [Tr(p̂1 +m)γν(m− q̂1)γ

µ] =

=
1

E4
Tm

4

[
−p2µq2ν − p2νq2µ + p2q2gµν +m2gµν

] [
−p1µq1ν − p1νq1µ + p1q1gµν +m2gµν

]
=

=
1

E4
Tm

4

[
2(p1 · p2)(q1 · q2) + 2(p1 · q2)(p2 · q1) + 4m4 + 2m2(p1 · q1 + p1 · q2)

]

e analogamente:

|��B|2 =
1

E4
Tm

4

[
2(p1 · q1)(q2 · p2) + 2(p1 · q2)(p2 · q1) + 4m4 − 2m2(p1 · p2 + q1 · q2)

]

e:

�A��B
† =

1

E2
T (p1 − p2)2

ū(p2)γµu(−q2)ū(−q1)γµu(p1)ū(p1)γνu(p2)ū(−q2)γνu(−q1) =

=
1

E2
T (p1 − p2)2

1

16m4
Tr(p̂1 +m) γν(p̂2 +m)γµ(m− q̂2)γ

ν

︸ ︷︷ ︸
(m− q̂1)γ

µ =

=
1

E2
T (p1 − p2)2

1

16m4
Tr(p̂1 +m)

[
4m(p2µ − q2µ) + 2q̂2γµp̂2 − 2m2γµ

]
(m− q̂1)γ

µ =

=
1

E2
T (p1 − p2)2

1

16m4
Tr
[

4m2p̂1(p2µ − q2µ)γ
µ − 4m2(p2µ − q2µ)q̂1γ

µ − 2p̂1Q̂2γµp̂2q̂1γ
µ+

+2m2q̂2γµp̂2γ
µ + 2m2p̂1γµq̂1γ

µ + 2m4γµγµ
]
=

=
1

E2
T (p1 − p2)2

1

16m4
Tr
[
4m2 [p̂1(p̂2 − q̂2)− q̂1(p̂2 − q̂2)− q̂2p̂2 − p̂1q̂1] + 8m4 − 8p̂1q̂2p2q1

]
=

=
1

E2
T (p1 − p2)2

1

4m4

{
−8(p1 · q2)(p2 · q1) + 4m2 [p1 · (pS − q2)− q1(p2 − q2)− q2 · p2 − p1 · q1] + 8m4

}

La dipendenza dall'angolo di di�usione si può vedere mettendosi nel sistema di riferimento del

laboratorio, nel quale è q1 = E(1, 0, 0,−β), p1 = E(1, 0, 0, β), q2 = E(1,−β sin θ, 0,−β cos θ), p2 =
E(1, β sin θ, 0, β cos θ) dove E = ET /2.
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7.4.7 Regole di Feynmann per l'elettrodinamia quantistia

Come è noto, la matrie di di�usione per proessi di elettrodinamia quantistia è data dalla (7.14),

essa è stata alolata nei paragra� preedenti per aluni fenomeni del seondo ordine. Esiste un

metodo generale dovuto a Rihard Feynman he permette di srivere direttamente questa matrie

per i proessi in esame. Innanzitutto si proede a disegnare dei diagrammi he espliitano visivamente

i vari asi possibili del dato proesso (i asi A e B visti preedentemente), e per far questo si opera

nel seguente modo.

I fotoni sono rappresentati da linee ondulate, mentre gli elettroni e i positroni (fermioni) sono

rapppresentati da linee dritte sulle quali si disegna una freia per distinguere gli uni dagli altri.

Convenzionalmente si �ssa un verso per l'elettrone e il verso opposto per il positrone. Tali linee son

poi saldate in un punto detto vertie, gli elementi piú pioli dei diagrammi hanno quindi la forma:

e−

e+

γ

e rappresentano proessi elementari: poihé questi non possono avvenire, oore unire almeno due di

questi (proessi del seondo ordine). Nei diagrammi di Feynman il tempo proede da sinistra verso

destra: le linee entranti un un vertie (da sinistra verso destra) rappresentano partielle he vengono

distrutte mentre quelle usenti partielle reate.

Disegnati osì i diagrammi per il proesso in esame, la matrie di di�usione so srive on le

seguenti regole:

distruzione e− → u(p)
reazione e− → ū(p)

propagatore e− → −im+ pµγ
µ

p2 −m2

distruzione γ− → eµ(k)
reazione γ → e∗µ(k)

propagatore γ → −i g
µν

k2

distruzione e+ → ū(−q)
reazione e+ → u(−q) propagatore e+ → −im+ qµγ

µ

q2 −m2

Nei propagatori, p, q, k sono i quadrimpulsi delle partielle he si propagano (virtuali), essi

si alolano tenendo presente qhe in un vertie la somma dei quadrimpulsi è nulla se presi on

segno positivo se entranti e negativo se usenti. In�ne, la proprietà di simmetria/antisimmetria della

matrie di di�usione sono regolate dalle statistihe di Bose o di Fermi a seonda dei asi.

Faremo ora vedere qualhe esempio, tenendo presente he nello srivere la matrie di di�usione

si inominia sempre andando in verso opposto alle free degli elettroni e positroni.

Diffusione e− + e− → e− + e−

e−
e−

e− e−

p1
p3

γ

p2 p4

e−
e−

e− e−

p1
p4

γ

p2 p3
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−e2
[

ū(p3)γµu(p1)
−igµν

(p1 − p3)2
ū(p4)γνu(p2)− ū(p4)γµu(p1)

−igµν
(p1 − p4)2

ū(p3)γνu(p2)

]

Diffusione e− + γ → e− + γ

γµ

e−

γν

e−

k1

p1

k2

p2

e−
γµ

γν e−

p1 k2

k1 p2

−e2
[

ū(p2)γνe
∗ν(k2)(−i)

m+ (k̂2 + p̂2)

(p2 + k2)2 −m2
γµe

µ(k1)u(p1) + ū(p2)γνe
ν(k1)(−i)

m+ (p̂2 − k̂1)

(p2 − k1)2 −m2
γµe

∗µ(k2)u(p1)

]

Diffusione e− + e+ → e− + e+

e−

e+

e−

e+

γ

e+
e+

e− e−

q1
q2

γ

p1 p2

−e2
[

ū(p2)γνu(−q2)
−igµν

(p1 + q1)2
ū(−q1)γµu(p1)− ū(−q1)γµu(−q2)

−igµν
(q1 − q2)2

ū(p2)γνu(p1)

]

Annihilazione di una oppia e+, e− in due fotoni

Il proesso e− + e+ → γ + γ è desritto dai seguenti diagrammi:
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e+
γµ

e− γν

q k2

p k1

e+
γρ

e− γσ

q k1

p k2

−e2
[

ū(−q)γµe∗µ(k2)
k̂2 − q̂ +m

(k2 − q)2 −m2
γνe

∗ν(k1)u(p) + ū(−q)γρ
k̂2 − q̂ +m

(k1 − q)2 −m2
γσe

∗σ(k2)u(p)e
∗ρ(k1)

]

Da ui:

|�A|2 = ū(−q)γµ
k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γνu(p)ū(p)γσ

k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γρu(−q)e∗µ(k2)e∗ν(k1)e∗σ(k1)e∗ρ(k2) =

= ū(−q)γµ
k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γνu(p)ū(p)γ

ν k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γµu(−q) =

=
1

4
Tr

k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γν
p̂+m

2m
γν
k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γµ
m− q̂

2m
γµ =

=
1

16m2(k2 · q)2
1

4
Tr
[

(k̂2 − q̂)4m− (k̂2 − q̂)2p̂+ 4m2 − 2mp̂
] [

(k̂2 − q̂)4m− (k̂2 − q̂)2q̂ + 4m2 − 2mq̂
]

=

=
1

16m2(k2 · q)2
1

4
Tr
[

16m2(k̂2 − q̂)(k̂2 − q̂) + 8m2(k̂2 − q̂)q̂ − 4(k̂2 − q̂)p̂(k̂2 − q̂)q̂+ =

−8m2(k̂2 − q̂)p̂+ 8m2(k̂2 − q̂)q̂ + 16m2 + 8m2p̂(k̂2 − q̂)− 4m2p̂q̂
]

=
1

16m2(k2 · q)2
[
16m2(k2 − q)2 + 16m2(k2 − q) · q − 8(k2 − q) · p(k2 − q) · q + 4(k2 − q)2p · q+

16m2(k2 − q) · p+ 16m4 − 4m2p · q
]
=

=
1

(4m2k2 · q)2
[
4m5 + 4m2(k2 − q) · (k2 − p)−m2p · q + (k2 − q)2p · q − 2(k2 − q) · p(k2 − q)

]

e in maniera analoga per alolare |��B|2 e:

�A��B
† = ū(−q)γµ

k̂2 − q̂ +m

−2k2 · q
γνu(p)ū(p)γσ

k̂1 − q̂ +m

−2k1 · q
γρu(−q)e∗µ(k2)e∗ν(k1)eσ(k2)eρ(k1) =

= ū(−q)γµ
k̂2 − q̂ +m

2k2 · q
γνu(p)ū(p)γ

µ k̂1 − q̂ +m

2k1 · q
γνu(−q)

≈≈ FINE ≈≈
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