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Note vii

NOTE

Il presente scritto é costituito dagli appunti raccolti durante il corso di Fisica Teorica tenuto dal
prof. FRANCO BUCCELLA nell’Anno Accademico 1992-93 presso la Facolta di Fisica dell’Universita
di Napoli “Federico II”.

Questo corso richiede una forte preparazione di base in meccanica quantistica e in matemati-
ca superiore ed una notevole capacita di astrazione. E incentrato su diversi aspetti superiori della
meccanica quantistica, in particolare si studiano in maniera approfondita diversi aspetti dei momen-
ti angolari (tensori irriducibili) e dell’oscillatore armonico tridimensionale, entrambi corredati da
diverse applicazioni pratiche, della diffusione da un potenziale centrale, della formulazione covarian-
te della meccanica quantistica e dell’elettromagnetismo. Per terminare, si tratterd l'elettrodinamica
quantistica (QED) passando per la quantizzazione del campo elettromagnetico e del campo fermioni-
co. Per quest’ultima parte devo ringraziare il Dr. Salvatore Esposito che mi ha messo a disposizione
i Suoi appunti presi a suo tempo al corso.

Queste note devono naturalmente essere considerate piuttosto come una traccia per lo studio che
una trattazione esaustiva dell’argomento.

Questo lavoro ¢ distribuito liberamente nella speranza che possa essere utile nella preparazione
degli esami, con la sola condizione che si citi il nome dell’autore e la fonte.
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Convenzioni Tipografiche ix

CONVENZIONI TIPOGRAFICHE

Nella tabella seguente sono riportate le convenzioni tipografiche utilizzate nel testo. Si & cercato
fin dove possibile di evitare ambiguita laddove tradizionalmente si utilizzano gli stessi simboli per
diverse quantita fisiche (ad esempio la “phi” utilizzata sia per le funzioni d’onda che per il potenziale
che per la variabile angolare).

Simbolo utilizzato

Quantita fisica

1/}7 807 \:[17 @
¢
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<
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?:

Funzione d’onda

Fattore di fase (funzioni d’onda)
Variabili Angolari

Angolo Solido

Hamiltoniana

Autovalore dell’Energia

Energia

Campo elettrico

Campo magnetico

Potenziale Elettrostatico
Potenziale generico

Densita

Momento magnetico
Operatore(*)

Operatore (eccezionalmente, per gli operatori di campo bosonico e fermionico)
Vettore(**)

Integrale esteso ad una sfera
integrale esteso ad un volume

(*)I1 simbolo di operatore ~ ¢ generalmente omesso per non appesantire inutilmente la notazione,
é utilizzato per rimuovere ambiguitd o quando essenziale ai fini della comprensione.
(**)Il simbolo ~ & sempre utilizzato dove occorre.
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Capitolo 1

I1 Momento Angolare e lo Spin

1.1 Richiami. Operatori Gradino
1l principio di indeterminazione permette di ricavare:
[z, pz] = ih
dove il limite classico si ottiene per i — 0. Piu in generale si verifica:
[, pk] = ihdnk

e ricordando che L = 7 x p, si trova:
Lp = €pstTsPt

da questa proprieta segue:
[Lp, Lq] = t€pgrfiLy

Questo significa che non si possono misurare contemporaneamente le tre componenti di L. L’unico
caso in cui questo & possibile & con L, =0, il che implica L, = L, = 0. Si verifica ancora:

[L? L;] =0

e quindi L? e L; possono essere diagonalizzati contemporaneamente. Per ragioni storiche si sceglie
generalmente L; = L,. Consideriamo ora lo stato:

L.|l,m) = hm]|l, m)
e consideriamo gli operatori L, +iL, (operatori gradino). Essi verificano:
L,(Ly£iLy)|l,m)=h(m=*1)(Ly £iLy)|l,m)

infatti:
[L,, Ly +iLy] = kL, +ihLy = h(Ly +iLy)
ed essendo un’uguaglianza fra operatori, essa deve valere per uno stato generico:
[L: (Lo +iLy) — (Le +iLy) L] [l,m) = h(Lg + iLy) |I,m)
[L,(Ly +iLy) — (Ly +iLy)mhb]|l,m) = h(Ly +1iLy)|l,m)
L,[L.(Ly+iLy)|l,m)] =h(m+1)[L,(Ly +iLy)|l,m)]
e cioé applicando l'operatore (L, + ¢L,) Pautovalore di L, cambia di una unitd i, ma non cambia

quelli di L2.(') Questo discorso vale chiaramente finché (L, + iL,) da valori diversi da zero: esiste
quindi un valore massimo M, per cui vale:

(Lg +3Ly) |l, Mmaz) =0

1Da qui il nome di operatori gradino.
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2 Il Momento Angolare e lo Spin

ma questo implica che la norma debba essere uguale a zero:

(I Mmaz| (Ly = iLy) (Lg +iLy) |l, Mmaz) = 0
Aggiungendo e sottraendo poi L?:(?)

(I, Mumaz| (L2 + L2+ L2 — L2 — L) I, Mmaz) =0 (1.1)
Ora, |, Myaz) € autofunzione di L?:
L2\, Munaz) = MMmaz (Mamaz + 1) |1, Mimaz)

infatti la (1.1) si puo riscrivere nella forma:

{, mmaz|L2 — ﬁmeml — thmazﬂ, Mmaz) =0

da cui si evince che deve risultare L? > hL,+ L?, perché la norma ¢ definita positiva. Non ¢ possibile
pertanto avere un valore m = my,., — 1/2, in quanto 'operatore gradino applicato su questo stato
darebbe m = mq, + 1/2, cioé una norma negativa. Deve allora essere:

m = Mmaz — N n €N

In maniera del tutto analoga si trova M, da (Ly —iLy): m = My —n 1 € N. Ne consegue
allora:
Mmaz — Mmin =N € N

Ragioni di simmetria (cioé relative all’inversione di coordinate) forniscono ulteriormente M, =
—Mmin. Ma allora risulta:

2Mimazr =N EN = My € semintero

dove semintero deve essere inteso in senso del tutto generale. Si tratta di una estensione della regola
che voleva m intero, che derivava dalla richiesta di monodromia delle funzioni ¢ delle Y;™ (6, ¢)
autofunzioni di L? e L.

Si consideri ora 'uguaglianza:

(Ly +iLy) |l,m) = Ci|l,m + 1)
e ricerchiamo il coefficiente Cj,,:
|Cim|® = {1, m] (L = iLy) (Ls + iLy) |1, m)|
Chiamiamo ora | = myqz, ’autovalore di L? diventa allora:
L2, m) = h2I(I + 1)|l,m)
Con calcoli analoghi si giunge alla
(I,m|(Ly —iLy) = Cim (I, m + 1|
che moltiplicata per la precedente ci permette di ottenere:
|Cum*(lym + 1| Lm+ 1) = (l,m| (Ly = iLy) (Ly + iLy) [1,m) =
|Cm|* = (lm| (Ly = iLy) (Ly +iLy) |1, m)
Dalla equazione (1.1) sappiamo poi che:
(I, m|(Ly —iLy) (Ly +iLy) |l,m) =
=(l,m| (L + Ly +L?—L? - L) [l,m) =
= (l,m|(L2+ L)+ L?—L?—hL.)|l,m) =
=[PPl +1) = PPm(m+1)] (I, m | l,m)

21l termine hL. deriva dal fatto che: (Ly —iLy) (Ly 4 iLy) = L2 + L2 — iLyLy 4+ iLo Ly = L2 + L2 + 4 [Ly, Ly
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1.2 Composizione dei Momenti Angolari 3

Per cui risulta |C,,|* = A2 [I(I + 1) — m(m + 1)], ovvero:

Cim =h/(l—m)(I +m+1)

In modo analogo si trova per (L, —iL,) che Cn, = hy/(L+m)(l —m +1). Del tutto in generale
quindi risulta:

(Ly +iLy)|l,m) = h/(IFm) (I +m+ 1) |l,m+1) (1.2)

1.2 Composizione dei Momenti Angolari. Coefficienti di Clebsch-
Gordan

Consideriamo ora la somma di due momenti angolari. Nelle ipotesi:

[L1a7 le] = Z.eabchLlc
[Lza; Lzb] = Z.eabchch
[Llaa L2b] =0

allora L = L1+ Lo & ancora un momento angolare. Infatti, tenendo presente che le componenti miste
danno 0 nel commutatore:

[La; Lb] = [Lla + le; le + L2b] = ieabch (Llc + LQC) = ieabcth
Si puo dimostrare similmente che per la differenza vale:
L=Li—Ly  [La L) =icapeh (Lic + Lac)

e dunque la differenza di due momenti angolari non é un momento angolare.

Si considerino ora gli stati del momento angolare totale definiti dai prodotti tensoriali® |I1,m1) ®
|l2,m2) e ricerchiamone le combinazioni che risultino contemporaneamente autostati di L?edi L,.
Ricordando che Ly, e Ly, agiscono solo nei rispettivi sottospaszi:

(L1s + Lay) |lh, ma)|l2, me) = ih(my + me)|li, m1)|l2, m2)

Per L2 il discorso risulta invece piti complesso. Supponiamo come esempio che [y =1 e Iz = 1/2; in
questo caso allora le combinazioni che possono presentarsi sono rappresentate nello schema seguente:

ma
-1/2 1/2 3/2
® ®
® ®
-1 1 my
® ®
—3/2 1/2 1/2

si consideri quindi lo stato m = 3/2: esso si puo ottenere solo con m; = 1 e mg = 1/2, pertanto:

3 3 1
1=3m=3) =l =tm =l = 5 ma =)

3Nel seguito per alleggerire la notazione spesso si omettera di indicare esplicitamente il prodotto tensoriale quando
sara evidente dal contesto.
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4 Il Momento Angolare e lo Spin

nel seguito per indicare pit brevemente stati di questo tipo si utilizzera la notazione |3/2,3/2) =
|1,1)]1/2,1/2). Tramite applicazione dell’operatore gradino L_ = L;_ + Lo_ si ricavano i seguenti
vettori:

L_[3/2.3/2) = (L1 + Lo_) |1, 1)]1/2,1/2)

applicando la formula (1.2) al primo membro dell’equazione si ricava:

L_|3/2,3/2) = h\/(g + g) (g — g + 1) 13/2,1/2) = IW/313/2,1/2)

mentre applicandola al secondo membro si ottiene:
(Lie+ Loo) |1, 1[1/2,1/2) = b2 [1,0)[1/2,1/2) + K1, 1)[1/2,~1/2)
ricomponendo le due espressioni trovate nell’equazione di partenza:

mV313/2,1/2) = hv/2[1,0)|1/2,1/2) + h|1,1)[1/2, —1/2) =
1

13/2,1/2) = \/g|1,0)|1/2,1/2> + 73 [1,1)]1/2,-1/2)

In modo perfettamente analogo, cioé tramite ’applicazione iterata degli operatori gradino, é
possibile ricavare tutti gli altri vettori. Si trova che nel caso generale vale la relazione:

Lmy = > Ll ma) i, mo)

l1+1l2=1
mi+mo=m

dove i Clzlzl " sono i cosiddetti coefficienti di Clebsch-Gordan. Essi rappresentano una matrice

ortogonale e sono dunque invertibili:

l,ma)lla,ma) = _Chl2l[1,m)

l,m
Questi coefficienti godono delle proprieta:

Cll Ial :(71)ll+l27l012 11

mimzm mg mym
11121 _ Ii+lo—1l o ly 1
Cm1 mo m _(_1) C—ml —ms —m

dall’ultima proprieta discende che se m; = mo =0 e (1 + I3 — [) & dispari, allora risulta C' = 0.
Introduciamo ora per comodita la notazione:

[, m) nella base l1,1,1,m

|m1,m2> nella base ll,lg,ml,mg

e consideriamo il caso in cui Iy = 1,l; = 1. Allora m = 2 pud essere combinazione solo di |1, 1),
m = 1 pud essere combinazione solo di |0,1) e |1,0), infine m = 0 puo essere combinazione solo di
|1,—-1), 10,0) e |—1,1). Considerando le proprieta di simmetria del sistema (ovvero: di simmetria dei
coefficienti di Clebsch-Gordan) si ricava:

12, £2) = &1, +1)
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1.3 Operatori Tensoriali Irriducibili 5

In modo analogo al precedente, sfruttando sia le proprieta dei coefficienti sia ’ortogonalita degli
stati m = 0 con gli altri:

[12,+1) = \/_ (|£1,0) +|0,+£1))
[I1,+1) = iT (]&£1,0) — |0, £1))
11,0) = 7<|1 1)~ [-1,1))
2:0) = 2= (11.1) +|-1.1)+2[0.0)
10,0) = == (|1, ~1) + [~1,1) — [0, 0))

&

1.3 Operatori Tensoriali Irriducibili
Introduciamo ora il concetto di operatore tensoriale irriducibile. E noto che:

L.|l,m) = hm]|l,m)
L2|1,m) = Bl(L + 1)|1,m)
Li|l,m)=hy/(IFm)(l+m+1)|l,m=*1)

Ora, l'insieme dei 2p + 1 operatori tensoriali Tq(p), con —p < g < p, si dicono irriducibili se
soddisfano le relazioni:

[LZ,T(p)} — hqTP) (1.3a)

[Li,T ] =i/ F)pEq+ )TE, (1.3b)

cioé in sostanza se g e p hanno i ruoli analoghi rispettivamente di m e di [. In pratica un operatore
irriducibile soddisfa la relazione:

@)0,0) = hqT?)|0,0)

(1.4)
2 _
L Tq<P>|o, 0) = hp(p + 1)TP|0,0)

in altri termini, si puo dire che un operatore irriducibile T trasforma |0,0) in |I,m)
L’esempio pitt semplice é costituito evidentemente dal momento angolare stesso, dove:

1
Tl“):——\/5 (Lp+iL,) ; TV =L, ; 1=
itig 5 #-if

e pit in generale, dati i tre operatori Z,y e Z, la combinazione — 3 5 costituiscono le

(Lﬂc - iLy)

componenti di un tensore Tf}&f1 rispettivamente. Il calcolo del commutatore fornisce infatti:

N e I CI

[L x—i—@y} [l - 2 +if { . B
= = |ly — tLy, — = 2 — 2Py — 12Dy — VTP, —

Valeriano Barassi - 2009/202/



6 Il Momento Angolare e lo Spin

infatti /(I +m)( +m+1) = /(1 +1)(1) = V2. Si & tenuto conto nei passaggi di sopra del fatto
che gp. e p, non contribuiscono al valore del commutatore, in quanto questi termini commutano
completamente con (& + 7).

1l termine 2 + 2 + 22 (cioé r2) fornisce anch’esso un tensore irriducibile 7.") e vale [7, L*] =0,
visto che L? agisce solo sulle variabili e ¢. Le combinazioni 22, 42, 22, zy, yz, xz forniscono un
tensore T2(2). In genere vale:

!’

R ST o
L

I+ =1"

"

dove i Cf,f/,fl, m Sono esattamente i coefficienti di Clebsch-Gordan e I” ¢ legato dalla stessa relazione:

l” l + l/
"

m'=m+m’

1.4 Teorema di Wigner-Eckart

Diamo ora l'importante Teorema di Wigner-Eckart. Questo teorema € importante perché permette
di semplificare il calcolo degli elementi di matrice nel caso di tensori irriducibili.
Sia a questo fine Tq(p ) un insieme di tensori irriducibili e si consideri 'elemento di matrice:

(', m’|Tq(p)|'r, I,m)

dove 7 rappresenta tutti i numeri quantici (altri che I e m) necessari a specificare lo stato del sistema.
Esistono quindi (20’ 4+1)(2p+ 1)(2{ + 1) elementi di matrice. Il Teorema di Wigner-Eckart stabilisce
allora che vale la relazione:

(! [T 7, Lym) = CLPE L p (7 1, TP 7, 1)

mqm’

dove f (T’ A ,T(p),r,l) ¢ una funzione dipendente dai numeri quantici indicati, ma costante una
volta fissati questi.

In altre parole, il teorema afferma che ’elemento di matrice di Tq(p ) & dato dal coefficiente di
Clebsch-Gordan di composizione dei momenti angolari [ e p la cui terza componente é rispettivamente
m e g moltiplicato per ’elemento di matrice ridotto non dipendente da m e m’

Dimostriamo ora questa affermazione.

S . 0
Consideriamo preliminarmente Té U questo caso:

(! Vo[ T30 |, m) = CL0 0 f (70, T, 7 1)

mO0m/

e quindi la condizione affinché I’elemento di matrice sia diverso da zero é che risultil =" e m = m/,
ovvero:
(7 1 [T, 1 m) = 6108 £ (71, T, 7,1)

Dimostriamo questa relazione. Dalla definizione di tensore irriducibile (1.3a) si sa che vale la rela-
zione:
(' U, m/| {LZ,TO(O)} |7,l,m)=0- <’r’,l’,m’|TO(0)|'r,l,m> =0

Allo stesso tempo vale [L,, TO(O)] = LZTO(O) — TO(O)LZ, che applicato esplicitamente fornisce:

(' 0| LTy = T Ll dm) =
=hm/ (7, l, m'|TO(O)|T, I,m) — hm(r',l, m'|TO(O)|T, I,m) =

= h(m/ —m) (U, | T r, 1,m) = 0

Il che fornisce m’ = m oppure (7/,1’, m’|TO(O)|T, I,m)=0.
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1.4 Teorema di Wigner-Eckart 7

L’analogo calcolo per 'operatore L? fornisce I’ = [. Infatti, dalla (1.3b):
("1, m/| [LQ,TO(O)} |7,l,m) =0- (T’,l’,m’|T0(0)|T,l,m> =0
ma ancora [L?, Téo)] = LQTO(O) - TO(O)LQ, per cui:

(7', l',m’|L2TO(O) — TO(O)L2|T, I,m) =
=a' (' + D) U | T Lm) — AL+ D) U, [T, 1,m) =
= Rl + 1) = 1+ D) m! [Ty, L m) = 0

il che implica I'(I'+1) = I(I+1). Questa condizione puo essere teoricamente soddisfatta in due modi:

I=U+1
I'=1 o
I'=1+1
che in pratica conducono entrambi a [ = I’. Quindi, nel caso I'insieme di tensori irriducibili si riduca
ad uno scalare (cioé quando p = 0), si ritrovano le note regole di selezione I =1’ e m = m/.

Consideriamo ora il caso generale.
Ancora la definizione (1.3a) di operatore tensoriale irriducibile permette di scrivere:

(L, Tv(y?] = ﬁmTﬁ)
si consideri allora ’elemento che deriva direttamente dalla definizione:
(7 U, | LT = TP L7, 1,m) = ha(r', 1/, m/ | TP |7, 1, m)
ma valendo anche:
(')l m’|LZTq(p) — Tq(p)Lz|T, I,m) = h(m' —m)(',l, m'|Tq(p)|T, I,m)

ne consegue:
R(m' —m — q){(r', U, m'|Tq(p)|'r, I,m)y=0

dalla quale segue che gli unici elementi di matrice non nulli sono quelli per cui risulta m’ = m+q.(*)
Si noti ora che la combinazione lineare:

Sl L T®r 1 m) (1.5)

ler:l”
m+q:m”

é autofunzione di L? e L, con autovalori rispettivamente I’ e m”. Infatti:

L. > ol aWiimy= Y Orl TP m) =

mq m’’ mq m'’
I+p=l" I+p=l"
m+q:m// m+q:m//
1 P l“
= § Co o (| L TP + TP L) |7,1,m) =
l-‘rp:l”

m+q:m”

= > (e £ TPL.) 7,1 m) =

maqm
ler:l”
erq:m”
= clrl g T®)|7, 1, m) =
Z mqm!’’ (q+m) q |T’ ’m>
l-‘rp:l//

m+q:m”
l l//
= hm” E Cory o TP 7,1,m)
I4+p=1"

m-‘rq:m//

4Se si vuole, questo risultato ¢ in un certo senso intuitivo. Infatti come notato, le (1.4) significano che 1’operatore

irriducibile Tq(p) applicato a |0,0) “genera” |p,q), pertanto Tq(p)|l,m> “genera” |l + p,m + ¢) e ’elemento di matrice
per essere non nullo deve soddisfare m’ = m + q.
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Il Momento Angolare e lo Spin

La dimostrazione per L2 é ben pill complessa. A tal fine ricaviamo preliminarmente una relazione
che sara utile nel proseguo della dimostrazione. Si consideri la relazione:

Lyl l,m)=h/(1—m)I+m+1)|[l,m+1) =
=h/I=m)I+m+1) > ChBl . |mi,ms)

mi1+meo=m

e quest’altra:

(Liy+Loy) Y. OBl Imi,ms) =

mi+moe=m

= Z 50211%2 m (\/(11 — ml)(ll +mq + 1) |m1 + 1,m2>+

mi1+ma=m

+ \/(12 — mQ)(ZQ —+ mo —+ 1) |m1,m2 —+ 1>)

Le due relazioni sono evidentemente equivalenti. Poiché, nella seconda relazione, m; ¢ indice muto
nella prima sommatoria a secondo membro e mo nella seconda, si pud mandare nei due termini
rispettivamente m; — my — 1 e mo — mo — 1, ricavando:

> hCRE V(= my+ D) (I + my) [ma, me)+

mi+mao=m

+ Z ROtV (2 = ma + 1) (la + ma) [my, ma) =

mi1+mo=m

= Z hcﬁrlulz’ﬂig m+1 (l - m)(l +m+ 1) |m1a m2>

mi+mae=m

per cui uguagliando i coefficienti:

VI=-m)I+m+1)Cll

m1 mo m—+1 =

\/(ll —my + 1)(l4 +m1)Cl1 2l +

mi—1mom

+ /Iy — mg + 1) (I + mg)Cli 2! (1.6)

mi me—1m

. . . . . Ipl"’
Notando ora che I'operatore L_ agisce in maniera analoga sulla combinazione 3 C, */ m,,Tq(p ) |7,1,m)
e che vale la relazione:

1
=12+ 5 (Lelo— L Ly)
si trova:
l l//
LZ( Z CVmpq m”Tq(p)|7_717m>) =
l+p:l”
m+q:m//

1
— h2 {m//2 + 5 [l//(l// + 1) _ m//(m// + 1) + l//(l// 4 1) + m//(m// + 1)]} %

% Z Cl””,,Tq(p)VJam)

maqm
ler:l”
erq:m//

cioé riducendo:
L2( 3 Cfnp;','n,,T,§P>|T,l,m>):h%"(l”ﬂ) Sl TP m)

maqm
l-‘rp:l// l+p:l”
m—+q=m"’ m+q=m'"
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1.5 Relazione fra i Tensori Irriducibili e le Armoniche Sferiche 9

dunque la (1.5) ¢ effettivamente autostato di L? e L, con autovalori I” e m”. Ma questo significa
che la combinazione va in una combinazione lineare generica di |7//,1”, m"), cioé:

> O TP ) = g(T®, 7 L1 17 m")

mqm
ler:l”
m+q:m”
17
Moltiplicando per C'% lq, o
Ipl” Ipl” _ ~lpl” " PN I
Om’q’m” 2 : Cmqm”Tq(p)|T’lam>_Cm’q’m”g(T(p)aT alal )lT al , TN >
I+p=l"
m—+q=m'’

e sommando su I e m” e tenendo presente 1’ortogonalita dei coefficienti,” si ricava che restano solo
iterminiinl=10'"em=m'":

Tq(?)h_’ l,m/) _ Z g(T(p)’T/I, l”)|7‘”, l”,m”>Clpl//

mq’ m’
" 1"
" m

che deve essere valida per ¢ e m arbitrario:

Tq(p)|7', 1 m> _ Zg(T(p)vT”a l>|7_//7 l”,m”>C’lpl”

mqm'
l//

se si moltiplica infine scalarmente per (7/,1’,m/|, questa fornisce una dprp:

<TI) lla mlqu(p)h_’ l, m> = g(T(p), 7-/, l/’ Z)Cl pl’

mqm’

che e esattamente la tesi del teorema di Wigner-Eckart.

1.5 Relazione fra i1 Tensori Irriducibili e le Armoniche Sferiche

Si cercherd ora una relazione fra tensori irriducibili e armoniche sferiche.
Le armoniche sferiche Y, (6, ¢) sono tali che:

LY;"™(
L2y (

0,9) = hmY;" (0, ¢)

0,9) = h*1( +1)Y;" (0, ¢)

La parte in ¢ é quella che presenta la dipendenza pitt semplice, essa soddisfa infatti:
ko
1 0¢

eim¢ _ mhzmd)

valida sicuramente per spin interi.® Le Y;"(6, ¢) sono definite in generale da:

Y2(0,6) = | 2L Pi(eos)

20+ 1 (I —m)! _ .
Y pm |m| imae
I GEmilt (cosB)(sin§)™e

" (0,¢) = (=)™

50vvero che vale la: L,
11191 I3 131 _
E le mo mlel mhm! 5m1 m} 5m2 ml

6Per richieste di monodromia delle funzioni.
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10 Il Momento Angolare e lo Spin

da qui é possibile costruire un insieme di tensori irriducibili e si consideri a titolo di esempio [ = 0
el=1.Perl=0:

TO(O) =2+ 422 =1 =1=V4nY (6,9
mentre per [ = 1 si & gia visto (§1.3) che la combinazione _53+_\/%'g, 2, ””:/%y costituisce esattamente
un tensore irriducibile di rango 1. Esplicitando le componenti in coordinate polari ed utilizzando la
formula di Eulero:”

@+ iy = rsinfcos ¢ £ irsinfsin ¢ = rsin f(cos ¢ & i sin @) = r cos feF®

4
To(l) =z=rcosl =/ %YP(@, o)

per cui:

Tl( )= _ 7 = —Ersmﬁe = —\/57’\/5 3 Y (0, ¢)
1 X _Zy 1 . —3 1 dm —
TN =T = et = VA e

Se si definiscono ora le armoniche sferiche rinormalizzate come:

47 m

Y (0.0) >\ 5T

(0, 9)

si pud generalizzare la relazione ottenuta nella forma:

TlYlm(ov ¢) = T7(rf)

in maniera analoga risulta p'Y;" (6, ¢) = Y.
Si consideri a titolo di esempio una generica funzione di 7 e p: 2%p,p,. Notando che vale:®

1 1 1
r?Py(cos ) = r2§(30052 0—1)= 5(322 —2? -y 27 = f§(z2 —y? —227)

si puo scrivere:

1 1
2% = g(z2 + 2% +y?) + 5(2,22 — 22 —y?) = TO(O) + TéQ)

Per quanto riguarda il prodotto p,p, si pud procedere come segue. L’armonica sferica Y3 (0, ¢) ¢

data da:
5 .
Y0, ¢) = 34/ yo sin? fe'2?
da cui:
. i )
PYE(0,9) = (psinbe™®)?3) |

e esprimendo €' tramite le formule di Eulero €' = cos ¢ 4 i sin ¢

5 .
PYZ(0,0) = 3\ (p +ipy)°

7Si ricordi che le formule di trasformazione da coordinate cartesiane a polari sono:

z=rcos x=rsinfcos¢ y =rsinfcosqp

e la formula di Eulero ¢ cos ¢ =& isin ¢ = et%®. Si noti inoltre che le armoniche sferiche Yljd’o(ﬁ7 ¢) sono:

Y2(0,6) =1/ % cos 6 Y1i1(97 ¢) =4/ % in feti®

8Tenere presente che evidentemente z = rcos @ e 72 = 2 4 y2 + 22.
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1.5 Relazione fra i Tensori Irriducibili e le Armoniche Sferiche 11

in maniera analoga si trova:
pQY_22(9, ¢) o (po — Z‘py)2

In questo modo si puo ricavare p, e p, per somma e sottrazione:
Z2Pzpy X (TO(O) + TO(Q)) (TQ(Q) — TE@) = TQ(Q) — TSQQ) + altri termini
dove gli “altri termini” sono:

T(2)T(2) 0322 T(2) + 0323 T(3) + ng4T(4)
2)1(2) 2) 3) z
()T( 022 2T( 03223277( +C§2121 2Tv()

« (2) x(2)
la combinazione dei T( ) & a sua volta un tensore T, e analogamente T( ) un tensore T_,, per cui
si ottiene in deﬁmtlva

) «(2) «(2 «B) «B) @) (@
2 papy =Ty —T_o+Ty =T +Ty —T_,

Nello spazio con [ = 1 gli elementi di matrice (I’ = 1,m'|2%p,p,|l = 1,m) possono essere scritti
utilizzando il teorema di Wigner-Eckart, trovando:

== 7
o
£ £ §
(m =1| 0 0 a
(m = 0| 00 0
(m = —1] a* 0 0

in quanto i tensori T(?) permettono variazioni solo di Am = 2. Infatti, pitt in dettaglio risulta:

«(2) «2 «B) B @ (4
(m'\Ty —T_y+Ty —T_y+T, —T_y/m)= per Wigner-Eckart =

= (Cpm — Clmzmr) fot (C%lem Cr o) f3+ (Color — Cla )

Questa relazione & tale che se si scambiano m e m’ questa cambia di segno: ne consegue che a
deve essere immmaginario puro. Da questa relazione si capisce inoltre che, grazie alle proprieta dei
coefficienti di Clebsch-Gordan, sono nulli tutti i contributi per i quali vale la relazione 2 > m,m’.
Per fissare le idee e fare un esempio piu concreto, si supponga lo spazio di l = 1/2 el = 3/2. La
matrice ha allora la forma generale:

) N

I

™ - | | — |

S A S > )

S L L

or N~ AL T e

(3/2,3/2] 0 0 a 0[|0 ¢
(3/2,1/2] 0 0O 0 b|0O O
(3/2,—1/2] —b 0O 0 00 O
(3/2,-3/2] 0 —a 0 0]c O
(1/2,1/2] 0 0 0 ¢c*|0 O
(1/2,-1/2] c* 0O 0 010 O
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12 Il Momento Angolare e lo Spin

Grazie all’hermiticita della matrice ci sono solo quattro elementi.

«(2) «(3)
a=(3/2,3/2]T, +T, |3/2,-1/2)=C>7232 £(3/2,2,1/2)+ Cy)3 3 35 £(3/2,3,3/2)
«(2) «(3) ~
b=(3/2,1/2T, +T, [3/2,-3/2)=CY 0 2%, 1(3/2,2,3/2)+ C*3 2 £(3/2,3,3/2)
«(2)  «(3)
(8/2,—1/2] = T_5 + T_5[3/2,3/2) = — < C3a 3 /7, 1(3/2,2,3/2) + C/32 32, £(3/2,3,3/2)
«(2)  «(3)

(8/2,-3/2| = T_, +T_5|3/2,1/2) = — < C}13 232, , (3/2,2,3/2) + C1 )2 ° 32, 1, £(3/2,3,3/2)

grazie alle proprietd di simmetria dei coefficienti di Clebsch-Gordan:

_ 3/223/2
C—1/2 23/2 = 701/2 -2 -3/2

si ricava che il T e III termine sono opposti, e similmente il IT e il IV. Il rapporto dei termini a/b ¢é
un rapporto di coefficienti di Clebsch-Gordan:

3/223/2
a 0—1/223/2
b 3/223/2
C’1/2 —2-1/2
ma risulta:
1y 1o 1: _ lo+mag g ly
Chlaly = (m1)tmecllal

per cui a = b e dalla hermiticita segue che a ¢ immaginario puro.
Per gli altri coefficienti risulta:

(3/2,3/2T5P1/2,-1/2) = C12 3 )2, £(3/2,2,3/2) = ¢
2 1/223/2
(3/2,3/2/1%]1/2,-1/2) = —C1/3 232, 1, 1(1/2,2,3/2)

1.5.1 Un caso pratico

Si determinino le relazioni fra gli elementi di matrice dell’operatore zyz? fra stati di momento
angolare 3/2.

Consideriamo: L
1 Ty 1
conp RIEE g
da cui si ricava: ) .
_ L () _ <1>) _ L( (1) <1>)
T = T T = T+ 1T
/2 ( 1 1 Yy /2 1 1

Ne consegue allora che:

zyz? = 5 (19 - 1(V) (79 + 1V) 01 = 2 (17D + 707 - 1O - 1O TV) TV

(3
2
ma Tl(l) e Tfll) commutano, quindi:

ays? = 5 (1 -1 V7
Il termine TO(UTO(I) ¢é dato da:

T = LTS + CRA T + ORI
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1.6 Hamiltoniana di Accoppiamento L - S 13

ma Ci3¢ =0 per cui:

(1) 1122 11040 2 o L o
TVTEY = CRa3 T + CRe0 T8 = 310 *ETO
Occorre ora calcolare:
T2,T5 = C238 _, Tty + C233, T3, + C235 _, T2,
22 224 4 223 3 222 2
TyTy = Cog o Ty + Co03 Ty + C50 25 T
TE2T00 = CE%—Q TEQ
T = 3373
In genere dati dei polinomi che commutano di grado n, daranno contributi solo i termini di ordine

n,n —2,n—4 e siricava:
wyz® =Ty — T, + T3 — T2,

Ora, T* non agisce sullo stato di spin 3/2:

NN
R

o = 1

(3/2| 00 a 0
(1/2] 000 a
(—1/2] b 0 0 0
(—3/2| 0 b 0 0

cio segue dalla proprieta dei coefficienti di Clebsch-Gordan:

Clatals ., = (~1)™ /@l + D@k + 1) C5f2h,,

my1mzms

— —

1.6 Hamiltoniana di Accoppiamento L - .S

Si consideri ora una Hamiltoniana che presenti il momento angolare Lelo spin S accoppiati come
L-S.

L’interazione con un campo magnetico & descritta dal termine —ji - H che nel caso dell’elettrone,
nell’ipotesi che il campo magnetico H sia diretto lungo z e che inoltre sia costante sulla dimensione
del sistema in esame, ¢ dato da:

5 e = ~ campo lungo z 45 e
H 2me (L + 25) e costante H H 2mcH (Lz T 252)

La presenza di un accoppiamento L - S induce a scegliere la base |J, J.) in cui risulta:

".*_1 2 72 @2
L-§=5 (1"~ 1?5

Questa Hamiltoniana nella base |J, J.) non commuta con S,. A prescindere da fattori numerici, gli
elementi della diagonale sono dati da:

(L, S, J, J.|L. +2S.|L, S, J, J.) = (L, S, J, J.|J. + S.|L, S, J, J..

ed il teorema di Wigner-Eckart permette di dedurre che per gli elementi diagonali vale S,J? =
(S - J)J,, cioé intuitivamente:
S=TE

In realta:

- 1 1
S, J2=(S-J)=8.|J*+ 5(J+J, + JJJF)} = [SZJZ + §(S+J, +S_Ju)| J.
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14 Il Momento Angolare e lo Spin

e cioé

Sy J_ =8y J_J,
e lungo la diagonale:
(L,S,J,J,|SyJy J_|L, S, J, J,) =(L,S, J, J,|SyJ_J,|L, S, J, J,)
che si puo riscrivere come:

> (L, S, J, TS n) (| Ty [0/ ) (0| T |L, S, J, J.) =

n,n’

=3 (L, S, J, J.|S s n)(nlJ- ') (0| J.|L, S, J, J.)

n,n’

Ora, ’azione di J4 e J_ sugli stati & nota e, introducendo la notazione per alleggerire:
|L,S, J, JZ71> = |J271> 3 |L,S, J, Jz+1> = |JZ+1>
I'uguaglianza di sopra puo riscriversi per il primo membro:

> (L, 8, J, | S n) (T | o) (e | T L, S, T, J) =

n

= (LS T, J| Sl Teit) (e | T | Tema W Tema [T |L, S, T, )
mentre per il secondo si ottiene:

Z(L, Sy J, IS¢ o1 )T | = |L, S, T, T )L, S, J, J.|J.| L, S, J, J.)

Notiamo ora che l’elemento J_ ¢ in comune ad entrambi e puod pertanto eliminarsi:?

> LS, T, J|S:|L, 8, T, L) (L, S, T, T | Ja) =
= Z(L, S, J, J|\S+|L, S, J, J)(L, S, J, J,|J,|L, S, J, J.)
Dal teorema di Wigner-Eckart si ricavano le relazioni:
Jy=—V2f,C7 7 5 J.=f1C3t
Si=-V2fs Cf]]zl,;ll g S: = fs 0521,;11 J.
i due membri sono pertanto effettivamente uguali. Segue allora:
(L, S, J,J.|S.J%|L, S, J,J.) = (L,S, J, J.|(S - J)J.|L, S, J, J.)

Ma:
(L,S,J,J.|S.J%L,S,J,J.) = h*j(j + 1){(L, S, J, J.|S.|L, S, J, J.)
e poiche J - § = 1(J? + S2 — L?):
3

g I
(L, S, T, J|(S I) | L, S,y J2) = 5[0+ 1) 4 s(s + 1) = 11+ 1)]

segue subito che:

G+1)+s(s+1)—1(1+1)

]
L,S,J,J.|S.|L, S, J, J.) = hj.
( |5 ) 25G+1)

9Tn quanto pud al massimo fornire 0 = 0.
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Ricordando ora la forma completa del termine di interazione:

H(L, +28,) = ﬁH(Jz +S.)

2me

e definendo il fattore di Landé:

JG+1) +s(s+1)—1(1+1)
2j(j +1)

il termine di interazione — nelle ipotesi fatte — puo finalmente scriversi come:

g=1+

eh

o
H 2me

gJ

1.6.1 Hamiltoniane di Spin: un esercizio

Si consideri 'Hamiltoniana di spin:

Ho:E(S_ﬁ-§3—§2'§4+§2'§3_§1'§4)E

7 (51 + 52) : (53 - §4)

ot
h
con S? = 3/4h? e con le relazioni di commutazione:

(S0, 8] = 6" ifieq. S

Si trovino autovalori ed autovettori nello spazio a 2 -2 -2 -2 = 16 dimensioni e si consideri
successivamente la perturbazione:

Hl = Ew(Slz - SQZ + S3Z + S4Z)

La scelta della base opportuna é fatta cercando gli operatori che commutano con Hy. In effetti,
si trova subito lo spin totale §2, S.. Poiché inoltre la somma di momenti angolari & un momento
angolare, allora (§1 + 52)2 commuterd con Hy. Si denoti con Si» il suo autovalore.

Si puo pertanto scegliere come base ||S12,.5, S, ), ottenendo i seguenti sottospazi:

a)||1,2,5,) — b stati (degeneri)
b)||11,1,5,) — 3 stati (degeneri)

) |11,0,0) — 1 stato 13 stati
d)||0,1,5,) — 3 stati (degeneri)
€)1]0,0,5,) — 1 stato

tale base non é completa in quanto non si ottengono tutti i 16 stati. Per individuare gli altri stati si
deve in effetti specificare il valore dell’operatore (S5 +Sy) (con autovalore Ss4), sebbene questo non
commuti con Hy. Nella base ||S12, S34, 5, S;) si ha allora:

a)ll1,1,2,S,) — 5 stati (degeneri)
b1)11,1,1,5,) — 3 stati (degeneri)
b2)]1,0,1,5,) — 3 stati (degeneri) .
16 stati
¢)]]1,1,0,0)  — 1 stato
d)|0,1,1,5,) — 3 stati (degeneri)
)

e)1]/0,0,0,0)  — 1 stato

Si consideri azione dell’operatore (S5 — S;) sugli stati |Ss., S4.). L’operatore (S5 — ;) & antisimme-
trico nello scambio di 3 e 4 e quindi altera la simmetria degli stati di Ss, e Sy.. In particolare (S5—S4)
rende antisimmetrico lo stato |Ss., S4z)+|S4z, S3.) € rende simmetrico lo stato |Ss,, S4.) —|S4z, S52)-
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16 Il Momento Angolare e lo Spin

Lo stato simmetrico risulta quello con S34 = 1, mentre quello antisimmetrico ¢ dato da Ss4 = 0.
Infatti, ad esempio, dalla regole di somma di due momenti angolari si trova:

||Sg4:1,S34z:0> —(|S3Z—1/2 S4Z:71/2>+|ng— 1/2;S4z:1/2>)

g

|[S34 = 1,834, = 0) = (1S3, =1/2,54. = —1/2) — |S3, = —1/2, 54, = 1/2))

ﬁ
per cui 'operatore (53 75_;4), per quanto detto sopra, invertendo la simmetria manda lo stato S34 =1
nello stato S34 = 0 e viceversa. Ne consegue che gli stati a S34 definito hanno autovalore nullo, infatti
data ’asimmetria dello stato S34 = 0, questo non pud avere elementi di matrice. Ma. allora anche lo

stato S34 = 1, in quanto:
Hyl|0,1,1,5,) — ][0,0,1,5,)

ma questo stato non esiste e quindi va in zero.

Gli stati a), ¢), d), e) sono dunque ad autovalore nullo (10 stati degeneri). Rimangono da calcolare
gli autovalori degli stati bl) e b2) che sono gli stessi per il teorema di Wigner-Eckart. Si introduca
la base |S1z, S22, S5z, S4z) € si calcoli autovalore ||1,0,1,1):

Hy||0,1,1,8.) = (|1/2 1/2,1/2,—-1/2) — [1/2,1/2,-1/2,1/2)) =

%|

w

1
= 2 (Slz + S2z)(S3z - S4z> + §(S1+ + SQ+)(S37 - 54,)

:r

x (|1/2,1/2,1/2,-1/2) — [1/2,1/2,—1/2,1/2)) =
= [01/2,1/2,1/2,-1/2) 4+ [1/2,1/2,-1/2,1/2))+
+( |—1/2,1/2,1/2,1/2) — [1/2,—1/2,1/2,1/2)) + 0] =

[2|||512 =1 512 = 0 534 =1 534 = 0>

%|§”

%|§”

—|||512 =1 512 = 0,534 = 1,5342 = O>] =
=2hw|1,1,1,1)
cioé Hyl0,1,1,S.) = v2hw||1,1,1,1), per cui gli autovalori del gruppo b2) sono v/2fw e siccome
Hy manda stati con S34 = 0 in stati con S34 = 1 e viceversa, gli autovalori del gruppo bl) sono

—V2hw.

Gli autovalori possono essere ricavati anche per altra via. Facendo agire due volte Hy:
HOHO”L 07 15 SZ> = |E|2||17 Oa 17 SZ> = <17 05 17 SZ||HO2||17 Oa 17 SZ> = |E1|2
ed il valore medio (HZ) si calcola come:

h2

a,b=1

1 ,0,1, SZ||(S1 + Sz)a(Sg — S4)a(51 + SQ)b(Sg — S4>b||1, 0,1, SZ> =

4
> ;.:—2 (1,812, [|[(S1 + 52)a(S1 + S2)sl[[1, S12.)(0, 0[[[(S5 — S4)a (S5 — Sa)sl[|0,0)

a,b=1

Siccome (S3 —S4) cambia stato:

1 L
(0, 0[[1(S3 — Sa)a(S3 — Sa)s][10,0) o< 8a,p = 20, O[[|(S3 — 54)%1]10,0)

1 L
§<0,0|||(53*54)2|||0,0> ?ﬁ“—?ﬁQQ |E|”
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Ancora meglio, siccome E ¢ 6 volte degenere, vale Tr HZ = 6|E|2, da cui:

2 4
w
Tr Hf = = Z (S1a + 524)(S3a — S1a)(S16 + S25) (S3p — Sap) =
a,b=1
w2 1
=13 > (S1aS16 + S20.51)(S3aS36 — SaaSaap) =
a,b=1
2 4 2 2 2 2 4 3,2
w h h h*w 3h w
_ e 25,0 (225,,) = SasBa = 16
hQ a;l ( 4 ,b) ( 4 ,b) 4 a;l et 4
ovvero: hS 9
13
B = 5 4“ 16 = 20%? — E=+V2hw

Si introduca ora la perturbazione H' = ew(S1, — Sa. + S5 + Saz)-
S, commuta sia con Hy che con H’, conviene quindi raggruppare gli stati da perturbare secondo
S e considerare (S3 + Sy), il quale oltre a identificare gli stati di Hyp commuta con H’:

Sz:2 ||15172a2> S34:1
I11,1,2,1)

_ 11,1,1,1) Ssy =1
S =1 0,1,1,1)

1507151> S34:0
1,1,2,0)

11,1,1,0) _

o _g Imuogy S=T
? 0,1,1,0)

1,0,1,0) _

110,0,0,0) Ssa =0

e in modo analogo per S, < 0, nella base ||S12,534,.5,S,). In seguito si considerera anche la base
|S12, S22, 532, 54z2) € |||S12, S122, S34, S342)-

Per calcolare la correzione all’energia occorrono gli elementi di matrice di H' calcolati fra gli stati
elencati sopra. Di questi, gli elementi che coinvolgono H’||1,0,1,1) sono nulli, infatti:

11
H'|[1,0,1,1) = ehw <§5+0> =0

e analogamente per ||1,1,2,2), infatti:

) ) )

H'|[1,1,2,2) = H'|1/2,1/2,1/2,1/2) = ehw|1/2,1/2,1/2,1/2) = ehw]|1,1,2,2)

Da questa relazione e dal teorema di Wigner-Eckart, essendo H' un termine To(l), si ricava:
(1,1,2,57||H'||1,1,2,5.) = C3'3s f(1,1,2,H',1,1,2)

) ) ) ) ) ?

mentre per S, = 2 vale:

Fiw
C212 = chwf(1,1,2, H',1,1,2) = f(1,1,2, H',1,1,2) = >

) ) ) ) ) ) 022622
da cui si ricava che in generale vale:
C3l3s S:
(1,1, 2st||H/||1a 1,2,5;) = ehw 022122 = ehw?
202

Per gli altri termini occorre utilizzare la teoria delle perturbazioni in sottospazi di fissato S, e
S34. Per S, =1 e S34 =1 si devono quindi calcolare gli elementi della matrice:

Valeriano Barassi - 2009/202/



18 Il Momento Angolare e lo Spin

11,1,2,1)
11,1,1,1)
10,1,1,1)

<1715271|| ay a2 ag
<1,1,1,1|| as Q4 QA
<0,1,1,1|| as as ag

dove a; = (1,1,2,1||H’||1,1,2,1) = ehw/2 sfruttando la formula precedente. Per lo stato ||0,1,1,1),

3 ) )

siccome vale S12 = 0, S12. = 0 ne consegue che S, = S3, + S4.:
H’HO, 1,1, 1> = 6&](312 — SQZ)”O, 1,1, 1> + 6&](532 + S4z)||0; 1,1, 1> =
= 6&](512 — SQZ)”O, 1,1, 1> + ewSZHO, 1,1, 1> =

= ew(S1. — SQZ)L2 (11/2,-1/2,1/2,1/2) — |—-1/2,1/2,1/2,1/2)) + €hwS.[|0,1,1,1) =

7
1
:thﬁ (|1/2,—1/2,1/271/2>—|—1/2,1/271/2,1/2>)+6h¢d||071,171>:
1
:ehw||1,0,1,1)+ehw||0,1,1,1):eh/vuﬁ(||1,1,2,1>—||1,1,1,1))+6M||0,1,1,1)
ovvero in defitiva:
hw hw
H'))0,1,1,1) = <2|1,1,2,1) — S ||1,1,1,1) + efw][0, 1,1, 1)
V2 V2
Da questo segue immediatamente che:
ehw
az = (0,1,1,1||H'||1,1,2,1) = —
3= ( |[H|] ) 7
ehw
as = (0,1,1,1|H'||1,1,1,1) = ——
5= ( I[H| ) 7

ag = (0,1,1,1]|H'|[0,1,1,1) = ehw

Si considerino infine gli elementi ||1,1,1,1). Questo termine puo essere riscritto come:

1
1,1,1,1) = — (|||1,1,1,0) — [[[1,0,1,1)) =
[ ) ﬂ(lll ) — Il )
1
da cui:
1
H’||1,1,1,1>:ew(SlzfSQZ)E[|1/2,1/2,1/2,1/2>—|1/2,1/2,71/2,1/2>7|1/2,—1/2,1/2,1/2>—
1
*|*1/271/2,1/271/2>]+GW(53Z+54Z)E[|||1,1,1,0>*|||1,0,1,1>]:
ehw ehw
= 00— 1/2,-1/2,1/2,1/2) + |-1/2,1/2,1/2,1/2)] — 1,0,1,1) =
\/5[ 11/ /2,1/2,1/2)+|-1/2,1/2,1/2,1/2)] \/ﬁlll )
ehw ehw
= —0,1,1,1) — ==|11,0,1,1
ﬁll ) ﬁlll )
da cui: o I I
H1,1,1,1) = —2€000,1,1,1) — 29011,1,2,1) + 21,1, 1,1
I ) \/§|| ) ﬂll ) \/ill )
Segue immediatamente:
Fw
— (1,1, 1,1[H||1,1,2,1) = —
as = ( |[H|] ) 7
Fiw
— (1,1, 1L,1|H||1,1,1,1) = 22
ag = |[H|] ) 7
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La matrice della perturbazione ¢ quindi in definitiva la seguente:

1 _1 1

% 2 V3
Tzoz T chw
i v !

Poiché pero solo gli stati |[1,1,2,1) e ||0, 1,1, 1) hanno energia E(°) = 0 mentre lo stato ||1,1,1,1)
ha energia E(®) = —\/2fiw, occorre applicare la teoria delle perturbazioni degeneri che richiede la
diagonalizzazione della matrice (ottenuta considerando la sottomatrice relativa agli stati degeneri):

1 1
% V2 ehw
— 1

Questa matrice ha per autovalori 0 e 3hw/2, cui corrispondono gli autovettori (1/2/3,—1/v/3) e
(1/v/3,/2/3), quindi le correzioni all’energia al I° e gli stati perturbati sono:

2 1
EWM =0 a :\ﬁ 1,1,2,1) = —=0,1,1,1
; lla) = /5 VAL )
3 1 2

Si considerino gli stati ||1,1,1,1) e ||1,0,1,1). Questi non sono autostati di Hp, tuttavia lo ¢ la

combinazione: 1

V2

L’azione della perturbazione H’ su questo stato ¢ nota:

(111, 1,1, 1) £/1,0,1,1))

1 1
H’E(Hl, 1,1,1) +1|1,0,1,1)) = EH’HL 1,1,1)

Poiché le energie dei due stati di Hy distano della stessa quantita da quella di ||1,1,1,1), uno al di

3 ) 3

sopra l’altro al di sotto, ne consegue che la correzione al I° ordine di questa & uguale e pari alla meta
della correzione (1,1,1,1||H'||1,1,1,1) = ehw/2, per cui:

1

Si considerino ora gli stati con S, = 0, S34 = 0, cioé ||1,0,1,0) e ||0,0,0,0). Dalla relazione sui
coefficienti di Clebsch-Gordan:

Cll lal — (71>l1+l27l Cll l2 1

mimom —mi —ma —m

si ricava:
(1,0,1,0||H’'||1,0,1,0) = (0,0,0,0]|H’||0,0,0,0) =0

e siccome vale anche:

H'[0,0,0,0) = ew (S1. — S52) |[0,0,0,0) = ehw||1,0,1,0)

0 ehw
chw 0

da cui si vede che la correzione al I° ordine agli stati ||1,0,1,0) e [|0,0,0,0) é nulla.
Da questo risultato consegue che anche la correzione al I° ordine degli autostati 1/v/2(||1,1,1,0)=+
[11,0,1,0)) ¢ nulla in quanto:

si ricava la matrice:

1 1 hew
H’ﬁ(||1,1,1,0) +1/1,0,1,0)) = iEH’||1,O,1,O> = ieﬁ||1,0,1,0>
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20 Il Momento Angolare e lo Spin

Per S, = 1 e S34 = 1, ancora dalla proprieta citata sopra dei coefficienti di Clebsch-Gordan si
ricava la matrice:

1 1 1

2 2 2

1 1 1
_15 _15 E GFI,(AJ
vz v !

proseguendo poi in analogia ai casi precedenti. Per S, = 0 e S34 = 1, ancora dalla relazione sui
coefficienti e dalle relazioni:

H'||0,1,0,0) = ew(S1, — S2.)[[0,1,1,0) = ew(S1> — S22)]][0,0,1,0) = ewhl||1,0,1,0) =

NE 1
= ewh \/j 1,1,2,0) — —||1,1,0,0
/31120 - >]

hew
H'|[1,1,1,0) = H’

€
1,1,1,-1) —[||1,-1,1,1)] = — [—[||1,1,1,1) — |[|]1, =1, 1,1)] + 0 =
2[III )= Il )] \/5[ Il )=l )]

1 \/5
— ehw | ——=1,1,2,0) — 1/ 2[|1,1,0,0
_ JgII )=/ 3l >]

si puo ricavare la matrice (ordinando i vettori come ||1,1,2,0), ||1,1,0,0), ||1,1,1,0), ||0,1,1,0):

Sl

1 2
0 0 -2 2
0 0 —/2 -1
) 5 3 V3| ehw
5 i o0 o
2 1
Vio-% oo

Lo stato ||1,1,1,0) non ha E©) =0, occore quindi levare la riga e la colonna relative dalla matrice
sopra, ottenendo la matirce da diagonalizzare:

0 0 2
0 0 7 |ehw
2 1

3 5 0

con autovalori 0, ehw. Le correzioni al primo ordine sono date allora da:
EW =0 - 11,1,0,0)

1 1 1
EM +ehw — —1l0,1,1,0 i(— 1,1,2,0) — — 1,1,0,0)
ﬂll ) \/gll ) \/gll )
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Capitolo 2

Teoria delle Perturbazioni

2.1 Teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo

. R . 0 . R .
Sia data una Hamiltoniana con le sue autofunzioni Hy|n) = EY )|n>, e si consideri I’Hamiltoniana

perturbata:
H=Hy+eH

Il problema é che si cerca un autovalore F. ed un’autofunzione 1. soluzioni dell’equazione agli auto-
valori H|ie) = E.|¢.) che differiscano di “poco” rispettivamente dall’autovalore e dall’autofunzione

imperturbati che risolvono ’equazione Hy|n) = Er(lo)|n>. L’autovalore e l'autofunzione perturbati
devono ridursi ai rispettivi imperturbati nel caso la perturbazione vada a zero:

, _ g - 1O
lim B, = E limlype) = [¢)

se ora € & molto piccolo rispetto ad Hy si puo richiedere che la soluzione sia uno sviluppo in serie di
potenze di € dato da:

E,=EY +eEY + 2E? 1 ...
Yn =) +epl) + PR 4

dove:
(HO + EH/) wn = En"/)n

Esplicitando quindi la relazione di sopra:

(Ho + el) () + vl + 4@ + . ) =

(BO + eBD + SED 4 ) (40 + el + 0@ + o) (21)

e tralasciando 'ordine 0 che fornisce ’equazione non perturbata Hoz/J,(LO) = Env,/h(LO) si trova al I°

ordine:
H'YY + Houy) = EDY(D + By

. . . T 0
La correzione all’energia si trova moltiplicando scalarmente per 7(1 ).

WONH |pO) + (0| HolwM) = EQ (0 | ) + ED (0 | )

notando che <1/1,(10)|H0|z/1,(11)> . <1/)7(10) | 1/1,(11)> e dalla condizione di normalizzazione <1/)7(10) | 1&,(11)) =0
delle autofunzioni ,, si ricava:

EY = OH'|4p)

in altri termini, la correzione al I° ordine é data dagli elementi diagonali della perturbazione.
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22 Teoria delle Perturbazioni

. . . L - 0
Per trovare invece la correzione all’autofunzione al I° ordine si moltiplica scalarmente per 1/),(”):(1)

WD) + B @ | ) = EO W | 440)

da cui: o
(0) Ly - “mn ! = (O ET7 14(0)

ovvero:

H/
Py = > —5 s [0 ) (2:2)
2

Per trovare le correzioni al secondo ordine, prendiamo i termini in €2 dalla (2.1) ricavando:
Holy ) + H'|$)) = EQ[0P) + EL [p)) + EP 1))
moltiplicando scalarmente per <1/),(,0)| :

(O HOlu®) + WD) = EO W | 062) + ED WD | 60 + ER w0 | 40)
ricordando che Hy ¢ hermitiano e 'ortonormalita delle autofunzioni:
(WD H V) = EY
e sostituendo lespressione (2.2) di |1p,(,1>) :
H/

ﬁ i) =

O 7Dy = (O | 7

m#n

H] [H,n
— 2 : mn O ;1 0)y — E —mnl

quindi per la correzione al II° ordine dell’energia si trova:

’ 2

m#n

La presenza di autovalori degeneri con H/ . # 0 rende questa formula priva di senso. Quello
che accade in questo caso & che il sottospazio Sp©) — ad esempio relativo all’autovalore E(©) — ha
dimensione maggiore di 1 e pertanto non ¢ possibile individuare un’unica autofunzione imperturbata
cui deve tendere la 1).:

0 0
SE(O) — (wi ),..., ](c))
Il problema é che esistono stati con n # m ma con la stessa energia Er(lo) = E,S?). La formula

precedente non ha dunque senso a meno che non risulti proprio (n|H’|m) = 0 per n # m, ovvero se
la perturbazione & diagonale nel sottospazio degenere. Consideriamo quindi gli elementi di matrice
di questo sottospazio:

questa matrice & in effetti hermitiana perché H’ stesso & hermitiano. Ma questo significa che la “sot-
tomatrice” pud sempre essere diagonalizzata e poiché la base di autovettori del sottospazio degenere
si puo scegliere arbitrariamente, si pud scegliere una nuova base:

J
™y = J 1)

LSi noti che (wﬁ,?) | ¢£LO)> =0.
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2.1 Teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo 23

che diagonalizza la matrice del sottospazio ed i cui autovalori rappresentano le correzioni al I° ordine
dell’energia. Tale scelta permette di eliminare al II° ordine i termini che annullano il denominatore

E importante sottolineare che questa situazione induce a dubitare del metodo perturbativo anche
quando E,, = F,,, ed infatti quello che conta é che la differenza fra gli autovalori sia grande rispetto
all’elemento di matrice H,,,,.

Se dopo la diagonalizazione del sottospazio rimane ancora degenerazione, si passa a diagonalizzare
al II° ordine, cioé il termine:

H H'

nm--ml

EY — B
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Capitolo 3

Diffusione alla Rutherford

E nota la corrispondenza secondo la quale a stati legati in meccanica classica corrispondono stati
quantistici con spettro discreto e a stati liberi corrispondono stati quantistici con spettro continuo.
Si consideri un potenziale unidimensionale del tipo:

B ommmmm e S N

Nel caso della figura a sinistra, gli stati legati hanno la forma asintotica lim, 4. 1 (x) = €% e gli
stati liberi sono onde piane.

Nel caso invece della figura a destra risulta 0 < F < Vj, si supponga quindi una particella
incidente da sinistra. Per x positivi la particella pud evidentemente viaggiare solo verso destra,
mentre per x < 0 la particella puod viaggiare in entrambe le direzioni.! Asintoticamente quidi vale:

Y(z) >~ c-e*? per © — +0o

Y(x) ~a- et 4 b.e per £ — —o0

La densita di corrente per funzioni di tipo e*™** & j = +hk/m. Inoltre, la probabilita che I'onda
sia trasmessa ¢ data dal rapporto fra onda trasmessa e quella incidente, ovvero |c|?/|a|? (coefficiente
di trasmissione), mentre la probabilita che 'onda sia riflessa ¢ data dal rapporto fra ’onda riflessa
e quella incidente |b|°/|a|* (coefficiente di riflessione). Ovviamente, deve risultare |a|> = |b]* + |¢|°.

Interessa ora studiare I’analogo tridimensionale di questo problema e quindi occorre prendere
in considerazione anche la direzione della particella diffusa, ovvero ’angolo a cui & avvenuta la
deviazione (angolo di diffusione). Si supporra in quanto segue che il potenziale sia un potenziale
centrale.

La teoria dello scattering (quantistica) & essenzialmente la teoria delle perturbazioni indipendente
dal tempo applicata al caso di spettro continuo. Questo significa che per ogni energia possibile
é noto un autostato dell’Hamiltoniana completa. Nella teoria dello scattering si prende quindi un
valore E e si cerca di trovare lo stato perturbato |¢g(7)). Si ricordi perd che per ogni data energia
ci sono in genere diversi autostati degeneri, la questione é quindi quella di trovare gli stati giusti
nella (presumibilmente infinita) degenerazione relativa ai valori di E. La risposta a questa questione
viene dalla causalita, quello che si vuole fare ¢ infatti essere capaci di specificare completamente

LQuesto ¢ valido anche classicamente.
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26 Diffusione alla Rutherford

lo stato iniziale a ¥ = —oo e ricavare tramite la teoria la corrente di uscita. Per fare questo si
sceglie prima un autostato imperturbato con la corrente in ingresso richiesta, successivamente si
fa in modo che la teoria delle perturbazioni non generi altre correnti in ingresso: questo pud essere
fatto introducendo “a mano” la condizione di causalita. In questo modo infatti, gli autostati risultanti
avranno la corretta corrente in ingresso. Riformulando questo in termini pit usuali, la risoluzione
dell’equazione differenziale associata al problema richiede naturalmente ’imposizione di opportune
condizioni iniziali, che & proprio quello che é& stato chiamato “causalita”.

3.1 Trattazione Classica

Consideriamo ora la diffusione di una particella con carica ¢’ e velocitd v da parte di una particella
di carica ¢ e molto piu pesante di quella incidente. Questo permette di considerare quest’ultima
particella come ferma.

Nel caso il parametro d’urto sia nullo? la particella é diffusa esattamente a 0°, ovvero torna
indietro e raggiunge la distanza minima dettata dalla legge di conservazione dell’energia:
e? 2e2

= Tmin = 2
Tmin muvy

2 _
muvy =

|~

Nel caso il parametro d’urto non sia nullo, la particella viene deviata dalla sua traiettoria originale:

Utilizzando le coordinate polari, le equazioni di Lagrange si scrivono:

qq’

mit = = + mro?
2

260 = costante = K (velocita areolare)
La quantita che interessa é la variazione di r rispetto a 6, ovvero dr/df:

dr _drdf _dr, drK*
dt — dodt do ~ df r2
e ancora.:
$r_d (drK®\ _d (dr\K? drdK®_
Tdt2 T de\d9 2 ) dt \df) 2  dOdt r2
_PrdR drd (KP\ _ @ drdrd (K2
df? dt r2 df dt \ r2 rd df? = d dt dr o
K2 2r dr K% dr K2 B K2 2r K2 <dr>2

4 der Tdo 3 do 2 vt de? T b \df

r2

e sostituendo questo risultato nell’equazione di Lagrange:

ar e

w) "=

T;

2Ricordiamo che il parametro d’urto ¢ definito come la distanza b fra la direzione del corpo incidente ed una retta
ad essa parallela passante per il corpo fermo.

mK? d" mC? (dr>2 _q¢  mK?
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3.1 Trattazione Classica 27

Oovvero:

1d>r 2 [dr 27 qq’+1
r2do2 3 \dd) mK2?2 r

notando ora che:
d(1/r) 1 dr

o~ r2do

si ricava che:

PAfr)y d( 1dr _d [ 1\dr 1d 2 (dr\® 1d%
> do\ r2de)  do\ r2)do 12de?  r3\do) 12 d6?

e dunque ’equazione diventa:

CdP()r) ¢ 1

= + -
de? mK?2 7
che oltre alla soluzione costante ammette per soluzione una combinazione lineare di seni e coseni,
che scriviamo per comodita come:

/

1 qq
o= Acos(8 —bp) — — 5

e dove le constanti A e 6 si ricavano evidentemente dalle condizioni iniziali. Imponendo che a 6 = 0
valga r = —oo(?) si ricava:

aq g aq 1
mK?2 mK? cos Oy

Acos(—0p) =

da cui:

1 m’[wde—%)_q

r  mK?2 cos Oy

Notiamo ora che vale:

A L Ldededap, L
o r2dd  r2dfdo do T r2dh

Sviluppando ora i calcoli:

qq" [sin(6 — 6o) jo_Lladr
mK? cos Oy o2 dt

e considerando che 120 = K e che dr/dt = v(t) ¢ la velocita della particella:
;o
qq’ sin(0 — 6y)
I e A VA T £
mK  cosf vlt)

L’angolo 6y si ricava ora imponendo che per 6§ — 6y, v(t) — vo:

/

tan 6y = vy

Consideriamo il termine cos(6 — 6p). Esso vale 1 quando 6 = 6, di conseguenza 1/r & massimo e
r ¢ minimo a fy. A 6 = 260, la particella ¢ di nuovo a infinito e quindi I’angolo di diffusione é:

Fra K e v(t) esiste ancora una relazione. Infatti a r = oo si verifica 720 = bvg = K, per cui:

/

p— 99
mug

tan 90

3Ipotesi ragionevole, in quanto corrisponde a dire che quando la particella ¢ infinitamente lontana prima
dell’interazione, I’angolo sotto cui vede il bersaglio ¢ 0°.
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La sezione d’urto del processo si ricava considerando una corona circolare nel parametro d’urto
b:

9\ qq' \* tan by
2mbdb = 27 tan fpd(tanby) = 27 (| — dfy =

mu mug ) cos? by
’N\N2 o N2 -
0 0 0
mug ) cos? 6y mug cos? 6y
N2
20
AR
mug cos? 6y

Poiché ora 0y = /2 — ¢/2, vale sin(260y) = sin ¢ e cosfy = sin(¢/2) segue:

N2 SN2 .
ﬂ_(qu) sin ¢ d9022ﬂ(qq> sin ¢ dé

mug ) cost by mvg ) 2sin(4/2)

Infine, siccome d§2 = 27 sin ¢d¢, si ricava:

= (ote)
9~ \mg) sin'(9/2)

che é la nota legge di diffusione di Rutherford.

3.2 Trattazione Quantistica

L’energia® di una particella non sottoposta a potenziale ¢ E = h?k?/2m e il suo moto & descritto
dalla funzione d’onda v (7) = e’*'" o, scegliendo 1’asse z convenzionalmente come direzione del moto,
Y(2) = e'**. In presenza di un potenziale V () centrale la funzione d’onda naturalmente si modifica
e si assumerd che asintoticamente abbia la forma di un’onda piana sovrapposta a un’onda sferica:

ezkr

b = e+ 1)

con # angolo di diffusione, coincidente con la coordinata polare 6, e f(6) la cosiddetta ampiezza di
diffusione. La componente radiale della densitd di corrente & data da:

_ B FOF [ ik d ™

.=
2m dr r dr r m

i 4 eTHT) Bk |f(0))
2

e la probabilita che una particella passi nell’unita di tempo attraverso I’elemento di superficie 72d<) é
Gr2dQ = % |f(9)|2dQ. La sezione d’urto differenziale ¢ il rapporto fra questa e la densita di corrente
dell’onda incidente j = hk/m, per cui:

do o 2
o =11)

ovvero tutta la fisica della diffusione é contenuta nella funzione f(6).
L’equazione chiave per risolvere il problema é naturalmente sempre 1’equazione di Schrédinger:

a4V () = Bu

con soluzioni ¢ () = e**™ quando V = 0. La condizione sulla soluzione lungo una retta & proprio:

eikr

P(r) =e™** + £(0) (3.1)

r

4Un eccellente articolo sullo scattering puo essere trovato qui: http://www.pa.msu.edu,/ mmoore/852scattering.pdf.
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3.2 Trattazione Quantistica 29

ovvero che sia costituita da un’onda piana entrante lungo z e un’onda sferica uscente. Lo scopo del
problema é appunto intuire la corrispondenza:

V(r) — f(0)

Poiché il potenziale ¢ assunto centrale e ’'Hamiltoniana commuta con il momento angolare, le
funzioni d’onda si possono scrivere nella formas:

v = "0y 6, 0) (32)
in questo modo ’equazione di Schrodinger dipendera solo da r:
h? d? R0+ 1)
S _— = E
2m dr? (r) 2mr? w(r) w(r)

con le condizioni supplementari che 0 < r < oo e u;(0) = 0 affinché la soluzione non sia singolare
nell’origine.

Supponiamo ora che per r piccoli il potenziale V (r) sia trascurabile rispetto a 1/72, si ha in questo
caso:

I(I+1)

—uy'(r) + w(r) =0

r
e u;(r) deve andare come una potenza wu;(r) o< 7:
AN =D 2 =11+ 1) 2

che conduce evidentemente alle due condizioni A = —l e A = [+1. La soluzione fisicamente accettabile
¢ chiaramente A = [+ 1 in quanto nell’altro caso la soluzione andrebbe nell’origine come r~! e quindi
divergerebbe. La soluzione accettabile va quindi a zero nell’origine come 7'*! a meno di una costante,
che deriva dal fatto di aver escluso una soluzione.

La soluzione con V = 0 dipende da h?/2m e E = h?k?/2m, essa dipende quindi in definitiva da
kr ed é del tipo ji(kr). Se il potenziale V' = 0 & nullo la soluzione assume quindi la forma:

+oo too
etk — gikrcost _ 2(21 + 1)P(cos 8)ji(kr) = Z alkr) P(cos )
r
1=0 =0

il che permette di ricavare:

‘ uy(kr) = r ji(kr) ‘

dove j;(kr) sono le cosiddette funzioni sferiche di Bessel (di prima specie). Le analoghe
soluzioni irregolari nell’origine (proporzionali a 7~!) sono le funzioni di Neumann (funzioni sferiche
di Bessel di seconda specie). Nel seguito si chiameranno semplicemente “funzioni di Bessel” le prime
e “funzioni di Neumann” le seconde:

Gi(kr) oc !
ng(kr) oc p~ (1)
dove vale:
U
l
nu(kr) = (— 1) (kr) ! {% v (Zr)] Coz(fr) (3.3b)

Le funzioni di Bessel costituiscono le soluzioni dell’equazione di Laplace in coordinate cilindriche,
nel caso in cui cioé la simmetria del problema rende quest’ultimo indipendente da una coordinata
assiale. Per questo, sono spesso chiamate anche armoniche cilindriche. Questo & evidentemente il
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30 Diffusione alla Rutherford

caso del problema tridimensionale in esame, dove ’asse di simmetria & quello lungo il moto della
particella.
Siccome l'espansione in serie del seno fornisce:

S~ (S (k)2

sin kr = ZW

=0

loperatore fornisce sempre una serie regolare in quanto non compare mai il termine 1/r. Un discorso
analogo puo essere fatto per il coseno, che restituisce in questo caso sempre una serie non regolare.
La soluzione (3.2) ha allora la forma:

W) =D k)0, 6)
0<l<+o00
ZI<m<l

Questi autostati del momento angolare della particella libera sono chiamati onde parziali.
E interessante guardare il comportamento di questa funzione d’onda vicino il punto di origine
dello scattering, ovvero per r — 0. Il comportamento della funzione di Bessel & dato da:

(kr)’

Y jukr) = G

Questo significa che per k — 0 tutte le onde parziali vanno velocemente a 0 eccetto quella con [ = 0.
Per ogni [ esiste quindi una scala di energia al di sotto della quale la [-sima incidente é effettivamente
zero nella regione di scattering. Questo significa che la [-sima componente dell’onda incidente non
“vede” il bersaglio e quindi il suo contributo alla sezione d’urto é effettivamente nullo. Questo effetto
é noto come comportamento soglia (threshold behavior) e conduce al noto risultato che per la maggior
parte dei potenziali esiste un valore critico di k al di sotto del quale solo lo scattering delle onde
S contribuisce significativamente all’ampiezza di scattering. Questa situazione & nota come regime
delle onde S (S-wave regim).

Supponiamo ora grandi valori di r e ancora trascurabile V (r) rispetto a 1/r%. In questo caso si
ritrova una serie di seni e coseni:

u(r) o< Asin(kr) + B cos(kr)

perché a infinito non c’¢ bisogno di imporre la condizione di non singolarita nell’origine. Tuttavia,
questa combinazione deve essere unica in quanto a piccoli 7 esiste una sola soluzione. I coefficienti
devono quindi essere legati fra loro e si puo scrivere:

ul(r)NAlsin<kr%r+5l) V=0=6=0

dove si ¢ introdotto il termine d;, chiamato phase-shift delle onde parziali di scattering (partial-wave
scattering phase-shift).
Poiché vale la (3.3a), a grandi r predomina il termine:
1d
(—=1)i= i sin(kr)

rdr!

e siccome vale cos o = sin(—7n/2 4 «), per r — oo si trova:

zkr
et ¢ f Z A sin(k ZW/Q ) Py(cos )

Ora vale:

+oo +oo

ZA;PI cos@)—sm(kr—lﬂ'/Q—i—&l ZPI (cosB) (20 + 1)t 51n(k37°—7r/2 “WZfl )Py (cosf)
1=0 1=0
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3.2 Trattazione Quantistica 31

da cui 'identificazione:
A _ g 1 ikr
— sin(kr — ln /24 &) = (21 4+ 1)3’ sin(kr — 7r/2)k— + e f1(0)
r r

e quindi:

7

Al [ei(kr—lfr/2+6l) _ e—i(kr—lfr/2+6l)i|

- (21 +1) [ez(kr—lwﬂ) _emithr=tn/2)] o Loikr g )
r 20 + -

4ikr

L’uguaglianza delle onde regressive® permette ora di determinare A;:

1 .
A(r) =it(20 + 1)Ee“5l

in questo modo 'unica parte regressiva & in e?**. Per f;(6):

6]

2041 45 55 1 20412 -1 2041
= e = (21 + 1 0 0) = = 5
ok ¢ T A DA = L) = = g Smae

da cui:

+oo

2 1 .

fi(0) :Z Zl—: sin 6;e*% Py (cos 6)
=0

Questo risultato notevole insieme alla (3.1) mostra che se non c’¢ scattering, lo shift ¢; é nullo.
Quindi ’effetto dello scattering si limita ad introdurre degli sfasamenti §; fra le onde
parziali. Pertanto tutta l’informazione che si pud ottenere sul bersaglio, almeno a r =
+00, & contenuta nella serie di phase-shift {6,(k),d2(k),...}.

SFERA IMPENETRABILE
Consideriamo il caso di una sfera impenetrabile, definita quindi dal potenziale:

r<rg—V =+
r>rg— V=0

in questo caso si pu0 richiedere solo la continuitd della funzione, ma non della sua derivata prima.
Per r > r¢ la soluzione generica é:

ul(kr) = Bljl(kT) + le(kr)

infatti in questo caso non ci pud essere la singolarita nell’origine dovuta alle funzioni di Neumann
(ar=0vale V =400). Per r < rg invece deve valere u;(kr) = 0, di conseguenza basta porre:

Bl = m(kro) Cl = —jl(kTo)
L’andamento asintotico risulta allora:

: 1 . .
TEI-POO u(r) ~ - [m(kzro) sin(kr — In/2) — ji(kro) cos(kr — l7r/2)}
che confrontata con la forma:

A [sin(k:r — I /2) cosd; — cos(kr — I /2) sin 51}
,

permette di ricavare:

Ji(kro)

tand; = _nl(kro)

5Tn pratica quella che si é chiamata condizione di causalitd nell’introduzione.
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32 Diffusione alla Rutherford

ma per krg molto piccolo vale:

) 1, d \' sin(kr)
Ji(kro) _—jr( 5)

1
ny(kro) =~ —le (

siccome si parla di kr piccoli, si possono espandere il seno e il coseno in serie di potenze e fermarsi
al primo ordine:®

) 1, /1 d\" (=1) (kr)2+! kro)!
iy Lyt (LA DU (o)
l rdr (20 +1)! (2t+ 10!
(L+2D)N
ni(kro) =~ T
da cui: _
k
fand, = —kro)
[(20 4+ D!
Nel caso di onda sferica S, ovvero | = 0, tand; = —krg e quindi:
1 d
R T

e quindi 4 volte quello che ci si attenderebbe classicamente, ovvero o = 7r3.

SFERA PENETRABILE (“MORBIDA”)
Si consideri il caso di potenziale definito come:

\% <
V@){O T
0 r >

con Vj positivo o negativo. Se si pone F — Vj = h2%/2m per r < rg, 'equazione radiale diventa:

{ & +ZQ+ULMMW@)

d(kr2) — (kr)?
che ha come soluzioni regolari in 0 proprio le jl(l;:ro). Per r > r( la soluzione generale é invece:
u(r > 1) = aji(kr) + bny(kr)

con a e b arbitrati e ricavati dalle condizioni di continuita sulla funzione e sulla sua derivata prima
inr=rg:

jl(l;ro) = aji(kro) + bni(kro)
kji(kro) = akjj(kro) + bkn)(kro)

Ma per gli sfasamenti vale la relazione tan é; = b/a per cui:

i (kro) i (kro) — kgi(kro)j] (ko)
kji(kro)nj(kro) — kny(kro)j; (kro)

tan d; =

6Ricordiamo che con la notazione n!! si intende il doppio fattoriale o semifattoriale, definito come:

n-n—2)-...-5-3-1 n > 0 dispari
nl=dn-n—2)-...-6-4-2 n > 0 pari
1 n=-1,0
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3.2 Trattazione Quantistica 33

e nel caso krg < 1 e l%ro < 1 questa relazione diviene:

210/ (20 + )] (kro) (1 + D)EF el — k(kro) 1 (1 + 1A rh
T

RU/@IA D] pET WD kg

tand; ~ —

da cui semplificando 'espressione:

22(11)2(21)! k—k
(20 +1)! (Hl)(kﬂé)lﬂé

e siccome vale k + k = \/2m/h2(vVE — Vp) + VE, segue:

tan §; ~

222! VE—V, —VE
0= ey VR Ve v

e risulta §; < 0 a seconda di V) < 0.

Discutiamo ora la dipendenza di §; da V(r). Lo scopo finale & calcolare i &, relativi al potenziale
V(r) una volta noti i & relativi a V(r) ed essendo V (r) prossimo a V(7). Si tenga preliminarmente
presente la relazione:

0

Le due equazioni di Schrédinger scritte rispetto ai due potenziali V() e V(r) hanno la forma:

K2 d? fLQZ(l +1)
[%W + W + V(T)] UI(T) = Eul(T)

[_E_Qd_Q G Y 17(7«)] au(r) = Ea(r)

2m dr? 2mr?

e applicando la relazione preliminare alle due funzioni w;(r) e @;(r):

To

. = ul(To)ﬁ;(To) — U;(TO)ﬁl(TO)

w(r)ay (r) — wy(r)au(r)

perché deve valere u;(0) = @;(0) = 0. Se r & sufficientemente grande vale ’espressione asintotica:
. I
uy(ro) — sin(krg — 0} +8)
, I
uy(ro) — kcos(krg — 5 + o)
e analogamente per @;(ro) con ;. Allora:
) I Ir = . Ir =~ I i ~
k |sin(kro — 5 + &) cos(kro — 5 + &;) — sin(krg — 5 + &) cos(krg — ?) + ;| = ksin(d; — &)

che sostituita nell’integrale fornisce:

271—? ; 0 [Uz(r)ﬂz(r)} [f/ (r) = V(r)| dr = ksin(6, — &)
Ora, se ‘7(7’) ¢ vicino a V(r) allora @;(r) & vicino a u;(r):
V(r) = V() +0V = a(r) = u(r) + 9(6V)
da cui:
2m ["°

¥s) w(r) [ul(r) +9(6V) |6V dr = ksin(d; — &)
0
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e trascurando il termine ¥(dv), supposto piccolo:

2 To ~
h—rg lui (r)|?0V dr = ksin(6; — 0;)
0

e si vede che aumentanto V (r) diminuisce §;. Per potenziali piccoli vale:

2 _ o ~
y sind; = / 252 (kr)V (r)dr Formula di Born
m 0

Poiché FLQJ{?/Qm = k/E, il termine f/(r) deve essere misurato rispetto alla scala delle energie,
dunque se V(r)/E ¢ piccolo, allora &, cambia di poco. Il discorso é wvalido se lim, oo V(r) = 0
abbastanza rapidamente, in quanto questo andamento deve compensare il termine r> nell’integrale.
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Capitolo 4

L’Oscillatore Armonico

4.1 Oscillatore Armonico Unidimensionale
Si consideri I’'Hamiltoniana quantistica dell’oscillatore armonico unidimensionale:

p 1 2
H=2 4=
om T 2™

per trovare lo stato fondamentale si pud procedere come segue. Notiamo innanzitutto che I’'Hamil-
toniana si puo riscrivere nella forma:

1 9 ( .o z'2132 1 9. ip R ip hw
5me (”” o) T P ns )P he) T

dove il termine fuw/2 deriva dai prodotti incrociati:

:&2

. . P T . h
Py
mw mw mw mw
che moltiplicato per mw?/2 fornisce proprio il termine Aw/2. Pit1 in generale vale:'

. . .
H = Sme? (@i ﬂ) (:31 ﬂ) L (4.1)

mw mw 2

Denotando ora con |v) 'autofunzione H|v) = E, |v) si trova:

ed in modo analogo:
. P . P
H(ac—i——p) V) = (B, — hw) (H—p) V)
mw
Ora, dallipotesi che |v) sia un autovettore:
52

1
(vl + Smw?i?|v) = By (v | v) = B,

Si noti che la (4.1) implica che:

1 ip ip h
[—mwQ (m + ﬁ) (m ¥ ﬁ) ¥ ﬂ} v) = E|v)
2 mw mw 2

ovvero che ’energia minima del sistema — corrispondente all’autofunzione |0) — vale Eg = hw/2.
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36 L’Oscillatore Armonico

1 mw? |
E, = o o + 5 Zv] >0

e quindi per un oscillatore armonico risulta sempre F, > 0, ovvero che gli autovalori di H sono
limitati inferiormente. La serie discendente di autovalori si deve pertanto fermare quando risulta

(& + ip/mw)|P) = 0, ovvero tenendo conto che p = —ih d/dx:
h d
e quindi:
d o mw dfp(x)  mw B _mw 2
Iz o(z) = T () o) -k xdr = fz(x) = fo(0)e 2n

Ma ’autovalore corrispondente a |0) & gia noto: Ey = hiw/2. Pertanto gli unici valori permessi sono
quelli che discendendo di 7w ad ogni passo arrivano a hw/2,% sono quindi dati da (2n + 1)hw/2.
Definiamo gli operatori:*

R mw [ . n ip St mw [ . ip
a=4/— |2+ — ' =4/— |z - —
2h mw 2h mw

a meno di un fattore di normalizzazione, questi sono gli operatori gia incontrati nella (4.1), si
sa gia dunque che essi riducono ed aumentano gli autovalori dell’energia di Aw. Inoltre, poiché il
commutatore vale :
mw [z
[a7a,'i':| _ 7_1-[ D) _

2mw . th
ket i
2h  mw 2h  mw

=1

I’Hamiltoniana dell’oscillatore armonico si puo scrivere nella formas:

th<aaTl) hw<aTa+l)
2 2

Denotando ora con N l'operatore ata e |n) un’autofunzione di N siha:
Naln) = (a'a)a|n) = (aa™ — 1)an) = a(N —1)|n) = (n — 1)a|n)
e analogamente:
Na|n) = (a'a)al|n) = al(aah)n) = o' (1 + ala)|n) = (1 + N)|n) = (n + 1)al|n)

Quindi se |n) ¢ autostato di N con autovalore n, allora a|n) ¢ ancora autostato di N ma con
autovalore (n — 1), mentre af|n) é autostato di autovalore (n + 1).

In pratica, operatore a “distrugge” un livello di energia, mentre a' “crea” un livello di energia.’
Valutiamo ora ’azione precisa degli operatori sfruttando il fatto che afa|n) = n|n).

alny = Cpln —1) — <n|aTa|n> =n(n|n)= |Cn|2(n | n)

alln) = Culn + 1) — (njaa’|n) = (n|ata+ 1n) = (n + 1)(n | n) = |C.[*(n | n)

2Infatti, ad esempio, (v %W) = 5= (pv | pv) = |lpv|| > 0.

3Altrimenti, se si potesse ancora discendere ancora, l’autovalore successivo sarebbe —hw/2 cadendo in
contraddizione.

4Nel seguito, quando non ci sara rischio di fraintendimento, si omettera spesso la notazione “cappello”.

5Scrivendo I’Hamiltoniana in termini di questo operatore e ricordando ’espressione trovata per gli autovalori, si

trova:
M(N—l—%) |n):ﬁw(n+%) [n)

da cui si deduce che ’operatore N su uno stato |n) restituisce il numero n dei quanti di energia. Per questo ci si
riferisce a N come all’operatore numero.
6Per questo vengono indicati rispettivamente come operatore di distruzione e operatore di creazione.
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4.1 Oscillatore Armonico Unidimensionale 37

da cui:

alny = i ln— 1)
afln) =vn+1|n+1)

La loro rappresentazione matriciale ¢ data quindi da:

0 v/1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 V2 0 0 Vi 0 0 0

0 0 0 V3 0 0 V2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 V3 0
a= at=1| . : R

0o 0 0 0 . Vn - o 0 0 - 0

o 0 0 0 - 0 . 0 0 0 - n+t1l

Lo stato fondamentale dell’oscillatore armonico & dato da:

mw .2

|0) = tpoe” sn

e per applicazione iterata dell’operatore di creazione sullo stato fondamentale ¢ possibile ottenere

tutta la base: 1
— — (,H\n
n) = = (a)" [0)

mentre gli operatori & e p in termini degli operatori di creazione e distruzione sono dati da:

h [ 1 (a—ah)
i = = 7
2mw (a+a) p 2hmw 7

Si consideri ora una perturbazione lineare del tipo W = ekx. Per ragioni dimensionali deve
risultare k = vVmhw3. L’Hamiltoniana del sistema perturbato ¢ data da:

€r=

2
1
H:p—+—mw2x2+ekxEHo+H’ H =€k
2m 2 2mw

(a+a)

la correzione al primo ordine é pertanto data da:

(n|H'|n) = ekq/%(n|a+a”n> =
:elm/%(\/ﬁ@ﬂn71>+\/n+1<n|n+1>) =0

Dunque la correzione al primo ordine Er(ll) é nulla e bisogna calcolare quella al secondo:

[ h \H! |?
(2) _ mn
B =e¢k e ; E,(LO) _ Efr?)

gli elementi di matrice sono dati da:

[ h | h
H;nnek[ %5m,n—1\/ﬁ+ %5mﬁn+1\/n+1

la sommatoria si riduce quindi a due termini:

h n n+1 e2k?
E@ — 22 | 2 —|_ - E®)
" ¢ mw | hw + —hw 2mw? "
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38 L’Oscillatore Armonico

La correzione al secondo ordine si puod ottenere anche per altra via (soluzione esatta), scrivendo

I’Hamiltoniana come: )
1
H = p—+—mw2x2+ekx+AE—AE
2m 2
e scegliendo AFE in modo da completare il quadrato, ovvero proprio — ;;’sz 7

Si consideri infine una perturbazione W o z%. Ancora per ragioni dimensionali risulta H' =
2 4 .
mw_ .4 Risulta anche:

hw

h2
(@t+ah) = o= s ara)!

1‘ ==
2mw

Per evitare il calcolo di (a + a')*, che diviene rapidamente complesso in quanto a e a' non

commutano, si puo notare che:
(nlztln) = [|2?|n)]

riducendosi quindi al calcolo di:

h h
2 2 12 T T =" (g? T2—|—2 +1 =
x%|n) = > (a® 4+ a' + aa' + a'a)|n) 5 (a®*+a n )|n)

o (VAT 2 ¢ TG B 2+ 2n e )]

e quindi:
2
ed in definitiva:
2,3 p2
Efll) :emhw T2 [nQ—n+n2+3n+2+4n2+4n+1} =

3
= Zehw(QnQ +2n+1)

Se il termine € - 2n? ~ 1, allora lo sviluppo perturbativo non & pii1 lecito. D’altra parte questo &
evidente, visto che per n elevato le funzioni d’onda non sono piu localizzate nell’origine e quindi il
termine in 2* diventa predominante. In questo caso, anzi, & addirittura il termine in 22 che dovrebbe
essere considerato come perturbazione (oscillatore anarmonico quartico).

Per il secondo ordine, a causa del termine (a + a') si considerano i termini che si spostano di 4
posti e di 2 posti:

2 2 2 2

s [l | ol Hionl® o)

" 4hw 2hw —2hw —4hw

Il calcolo dei termini H,,_, ,, & semplice:
h o em?w?
/ _ 4 _ 4 _
Hy g = (0= Ao = (0 = 4la'ln) = o T = (0= 2)(n - 3)
per cui:
€2h2w?

[y anl” = n(n—1)(n—2)(n —3)

16
ed in modo analogo:

, 4 t4 h emPw?
Hyppa = {0+ 4o n) = (n +4la’n) = 5 ———\/(n + 1)(n + 2)(n +3)(n + 4)
TInfatti: 910 910
l 2 9 _ 1 2 2 L 1 e“k € k
(Qmw T +ekx) = (Qmw T +2ek\/§\/ﬁwz N + 2mw2) B —
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4.2 Oscillatore Armonico Tridimensionale 39

per il calcolo dei termini Hj, ., , si deve invece tenere conto di tutti i movimenti possibili di salita e
discesa dallo stato n:

h2
(n —2la*a’ + a*a'a + a'a® 4 aa’a®|n) = - nin—1) (4n —2)
¢ 252 2 3 2
, 2 €h" mfw 9 € hw 9
[ 2nl” = g5 55— —n(n = 1)(dn = 2)" = —-=n(n — 1)(4n - 2)

L’altro termine si trova in maniera analoga:

e2hw
32

[Hyyonl” = =5~ (n+ 1)(n + 2)(4n + 6)°

e la correzione Eff) ¢ data dalla somma dei due termini.

4.2 Oscillatore Armonico Tridimensionale

1l caso dell’oscillatore armonico tridimensionale presenta forte degenerazione e possono essere trovate
tre basi diverse.

- Base Cartesiana

L’Hamiltoniana del sistema ¢é data da:

1 1

dove le H™ sono le Hamiltoniane dell’oscillatore armonico unidimensionale, rispettivamente lungo
x, y e z. Poiché vale:

{Hu),H(j)} —0 i

mwz

: o . . _ 2,2, .2 . .
si possono cercare autofunzioni del tipo g = e~ 2z (@ +y"+2%) In questo caso risulta (base cartesia-
na):

3
Hing,ny,n,) = hw(ng +ny +n, + §)|nm,ny,nz>

Si possono definire gli operatori di creazione e distruzione nelle tre direzioni dy, @, e a.; al, aj, e al.
In termini di questi operatori le coordinate sono espresse da:

n n n
5 _ oo - L . At
E=\5— (ag +al) 9=\ 5= (ay +a)) =3 (4. +al)
. 1 (a, —al) . 1 (a, —aj) o 1 (a, —al)
Pe =\ omhw ™ i Py =\ omhw ™ i P =\ omhw i

E possibile inoltre definire un operatore di creazione “totale” come:

(a})"= (a})" (al)"=
Y |05050> = |nmanyanz>

Vnzlng!n,!

- Base Polare
Siccome I’Hamiltoniana commuta con L% e L,(®) si puo scegliere come base ||n,, m), introducen-
do il numero quantico che dipende dall’energia n = n, +n, +n.. Questa é la cosiddetta base polare.

L’uso di n come numero quantico introduce degenerazione, che ¢ data da (7::{22!)! = 2(n+1)(n+2). Gli

8Gi verifica facilmente che risulta:
[H,L?] =[H,L:] =0
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40 L’Oscillatore Armonico

operatori a e a sono in questo caso vettori,” in quanto combinazioni di 7 e p. Questi costituiscono
un tensore irriducibile 7(V):
7M10,0,0) o |1, 1, h)

con la degenerazione dettata da h. Poiché dati Tq(p ), TS(T) vale la relazione:
> = oprlap i =1y
q+s=m

allora: Do
C;i{nTh(, i )= Tv(y?

e la simmetria richiede (=0, 2. Segue:
77 M10,0,0) o [2,(0,2), m)

per altri stati:
(af — ia2)|0,0,0> x ||n, n, —n)

Esprimiamo ora Le L. in funzione di a e a'. Innanzitutto é noto che:
L, =xpy — yps

con r = ay, + a;fc e Py = Gy — ‘IZ' Ma allora L, & bilineare in a e af e dovendo commutare con n
non puod possedere termini tipo aLay e ayay, in quanto questi ultimi non commutano. Allora puo

essere scritto solo come afa, — afa,. L’assenza di prodotti a,a), & garantita invece dal fatto che L.
é espresso come un prodotto vettoriale. Siccome p introduce un coefficiente if:

L, x (aT X ),

ovvero:

L o ih(a@’ x @)

In effetti, per calcolo diretto si ottiene:

A h —al A 2 . —al
A L Y L Ay P LTS GRS

2mw ) 2mw

e svolgendo i prodotti si ricava:

h .
Z(alay — azam) = fzh(alay — azam) =1L,

e n risulta dato da ala, + alay, + ala. = @' - d. La matrice costruita come:

al Qg a;f/ Qg al Qg

T T T
apay | ayay | alay

al a, azaz aiaz

permette di costruire 9 operatori indipendenti: 3 per il momento angolare, 1 per ’energia. Le altre
5 componenti costituiscono invece un 7 che commuta con n.

T7?1|2,0,0) = [|2,2,m)

e esplicitamente:

Y

+ial)(a, £ iay)
+

aZ)az +al(a, +iay)

~

91n effetti, si pud considerare a= (Gg;ay,az2) € at = (&l; &l,&l)
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4.2 Oscillatore Armonico Tridimensionale 41

- Base Cilindrica
Per ’oscillatore armonico tridimensionale si puo utlizzare anche una base cilindrica, definita come:

1 af +iat 1" af —iat 1"
[1n+,n0,n-) = =2 (al)r | = =
v/nylngn_! V2 V2 (4.2)

= ()" ()" (i)

n=n4+ng+n_

dove risulta:

n, =no
m=n4 +n_
Ng + Ny =Ng +n_
Si possono ora introdurre gli operatori definiti come:
1 1
az £ iay) al = —(al Z'a;;)

aLr = —
\/5( 2"
e notando che sussistono le relazioni:
[a+,aH = [a_,aq =1
. . . . + . . . 1 . .o
si possono considerare gli operatori ai, a! (e i corrispondenti a_, a') come gli operatori di
distruzione/creazione di ny (o corrispondentemente di n_). La (4.2) diventa allora:
1
Y o |
w/nJr!nO!n,!(aJr

Tl passaggio fra le tre basi puo essere effettuato tramite le (4.3) o con le seguenti:

ln+,m0,n-) = )"+ (al)™ (al)"~]]0,0,0)

n—n,tm

ngy = 5 ng =n,
In tal modo si ricava:
[In+,0,0) = [Ing, ny, ny)
10,0,n_) = [lns,n_, —n_)
H |n’ 0, 0> = ||7’L, n, 7’L>
|| |07 0, TL> = ||TL, n, 7TL>

Si possono poi definire gli operatori Ly = L, &+ iL,. L’espressione di questi operatori in termini
degli operatori di creazione e distruzione é data da:
Ly=L;+iL, = h[i(ayal - aZaL) + i2(azal - amai)] =

= hlal (ax +iay) — a.(al + iaL)] =/2(ala_ + azai)

Per L_ si possono effettuare dei calcoli analoghi, ottenendo quindi:

Ly =h/2(+alas + azal)

Il passaggio da coordinate cartesiane a polari non ¢ immediato, in quanto mancano delle relazioni
fra n e [,m. Pud comunque tornare utile notare che con n pari vale [ = 0,2,...,n — 2,,n mentre
con [ dispari valel = 1,3,...,n — 2,n, ed in ogni caso —n < m < n. In alcuni casi si possono perd
ricavare gli autostati dell’energia. Questo ¢é il caso di [l = m = 0:

(af? +aj? +al*)*]0,0,0) = £(k)||2k.0,0)
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42 L’Oscillatore Armonico

dove f(k) & un fattore di normalizzazione da determinare.

Per gli stati con n = [ si pud sfruttare il tensore Tr(nl)(aT) = r'Y"(0, ¢) sul quale si esegue la
sostituzione:

rsinf cosp — a;
rsinfsinp — az

rcosf — al
in quanto, ad esempio, rsin § ¥ — af + iaz. Allora si puo costruire:
T3 (@h)l)0,0,0) = g(Olli, 1, m)
con ¢(1) ancora fattore di normalizzazione da determinare. Combinando le due, in generale si ottiene:
(al? + al? + al*)* T (a1)]]0,0,0) = h(l, k)||l + 2k,1,m)
La dipendenza da k della f(k) si puo calcolare come segue:
[a2 + ai +a? al® + aLQ +al?] = 2[2(ng +ny +n.) + 3] =2(2n + 3)

per cui segue:
(n,n,m||[a + a} + a? al? + aLQ + a?] [|n,n,m) = 2(2n + 3)

z)r 7w

Poiché non si puo verificare n < [, si trova:
(n,n,ml|[a} + ay + a2, af? + al? + al?][|n, n,m) =
[(n +2,n,ml|(a}? + aff + al?)||n, n, m)[?

segue quindi:
(al? + af? +af?)[0,0,0) = /2(2n + 3)[|n + 2,1, m)

da cui:
(al? + al? + al?)]/0,0,0) = 2%/2||2k,0,0)

4.2.1 Oscillatore Tridimensionale: un esercizio

Si consideri come primo esempio ’'Hamiltoniana:

2 1 o
H= 2p_m + §mw2fa +wl, + 5%&1222 + 77%L2

e se ne trovino gli autovalori.

Se ¢ = 0, allora ’Hamiltoniana H = % + Lmw? 4w, + 72 L2 ¢ diagonale nella base ||, 1, m).
I suoi autovalori sono in questo caso:

E:hw(n—i—m—i—;) +nhwl(l+1)

ed essendo n+m = 2n4 +ng energia non dipende da n_ ed é quindi degenere infinite volte. Poiché
n-+m & intero, si ha ulteriore degenerazione se [I(I+1)—1'(I’+1] & un intero, perché essendo entrambi
interi esistono combinazioni lineari che danno lo stesso valore di E.
Se invece n = 0, 'Hamiltoniana H = £~ + mw?™ + wL, + ¢ Zw
cilindrica |||n4,no,n—). Gli autovalori in questo caso saranno:

222 risulta diagonale nella base

1
E = hw(2ng + 1) + ho' <n0+ §>
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4.2 Oscillatore Armonico Tridimensionale 43

e di nuovo sono infinitamente degeneri se w’ = wy/1 + ¢. Infatti:

IR ST SNP N S 2
H:%+§mw (x*+y )+§mw (14+¢e)z+wL,

e poiché ny +ny =n4 +n_, n, =ng e L, vain m, gli autovalori sono:
, 1
E =hw(ng +ny +1) + Iw nZJr5 + mhw =
1
:hw(n++n_+1)+ml(no+§)—|—ﬁw(n+—|—n_):
, 1
=Thw(2ny +1) + hw n0—|—§

con w’ = w+/1+ . Questo ¢ esattamente quanto trovato sopra. E evidente che ¢’é¢ ulteriore degene-
razione se:

1 1
w(2ny +1) + o’ <n0 + 5) =w?2n} +1)+u <n6 + 5) =

w2k
:2(n+—n’+)w:(n’0—no)w':>;27 k,heZ
Sia ora il caso € = 3. Si consideri il caso dell’Hamiltoniana imperturbata:

]

1

Ho=2 1 Zmw?(z® + 4 + 42%) + wL, H' =n=L?
2m = 2 h

Nella base cilindrica si ha:

Holl[n+,m0, n—) = 2hw(ny + no + 1)[||ng., no, n—-)

infatti:
21
Hy = — + —mw?(2? + 3°+) + 2mw?2? + wlL,
2m 2

poiché vale sempre n, +n, =n4 +n_, n; =ng e m = ny + n_ si ricava 'autovalore:
1
E = hw(ng +ny + 1) + 2hw (n0+§) + mhw =

1
=M(n++n_+1)+2ﬁw(no+§) + (ny +n_)hw =
= hw(2n4 +2no+2) = F = 2hw(ng +np + 1)

che é quanto affermato sopra. Per calcolare la perturbazione conviene invece scrivere L? in termini
diay ea_:

[? = %(L+L, +L L)+ L?
ed essendo:
L = h2(akag + aga¢) L.=h(ny —n_) ny =alas
si ricava:

1
ELQ =y —n_)+2nony —n_+1)+ny —n_+ 2(a1aiag + a+a_a82)

gli ultimi due addendi sono fuori diagonale, per cui:

EW = phw[m? + 2no(ny —n_ +1)+ny —n_]
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44 L’Oscillatore Armonico

Si prendano ora i due termini fuori diagonale non considerati prima:

H/|||n+an0an—> = E(1)|||7’L+,7’LQ,7’L_>+
+2¢/(ng + 1)(n— + Dno(no — 1) [[fn4 +1,n0 — 2,0 + 1)+
+2y/nyn_(ng +1)(ng +2) [[Iny — L,ng +2,n_ — 1)

La correzione al II ordine & data quindi da:

B nw?h?

E® o 4(ny + 1)(n— 4+ Dng(no — 1) — nyn_(ng + 1)(no + 2))

Sia ora n = 1/2. Si consideri ’'Hamiltoniana imperturbata:

=2
1 .
H = 2p—m + §mw2fg +wl, + U%L2
con: m
H = 53002,22

nella base polare si ha:
3 1
Hy||n,l,m) = hw |n + B +m+ §l(l+ D [|n, I, m)
H' si esprime in termini di a,, cioé z = \/h/2mw(a, + al), ricavando:

hw
H' :EI(ai +al?42n, +1)

da cui: .
H' = 0,0,0) = e=* (||o, 0,0) +v/2[0, 2. o))
e le correzioni sono:
(1) _
Elo00 =€ 4
h2w? 1/3 2/3
g = —¢? 2 +
[10,0,0) (0) (0) (0) (0)
16 E||2,0,0> - E||0,0,0> E||2,2,0> - E||0,0,0>

4.2.2 Oscillatore Tridimensionale: un altro esercizio

Dato un oscillatore armonico tridimensionale, calcolare le modifiche al secondo ordine della pertur-
bazione:
mw

3/2 2., .2
h) hwz(z® + y~)

H’:e(

Siccome sia z che 22 + y? sono invarianti per rotazione intorno all’asse z, si pud considerare la
base cilindrica |||n4,ng,n_), in cui:

. h §
7 r+iy =1/—/(a- —al) A
2=\5— (al+a.) | ”;_Lw T = (22 4y?) = %(a1a++ata_+1—aiai—a+a_)
r—iy =y —(al —ay)
mw
dove si sono sfruttate le relazioni:
[a_,aq =l—a_a =1+a a_ ; ala.,r =ny ; ala_ =n_
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4.2 Oscillatore Armonico Tridimensionale 45

Segue allora:

ehw
H'|[[ng,no,n—) = 2 (a:r) + GO) (—GLGT— —a-a4 +ny —n- + 1) [, n0,m—) =
ehw
= 75 [Vl D0+ D+ Dlllns + Lno+ L+ 1+
= Vngn_(no + Dl[Ing —1,n0 + 1,n_ — 1) + Vno + L(ny + n_ + 1)]||n4, no + 1,n_)+
—Vnolng +D(n_ +1)|||ngy +1,n0 —1,n_ +1) — /ayn_n_|||ny —1,ng — 1,n —_ 1)+

Vg (ns +n_ 4+ 1)l[ng no + 1,n_)

Poiché non ci sono elementi diagonali le correzioni al T ordine E(!) = 0 sono nulle. Per le correzioni
al IT ordine, si nota che nei 6 stati precedenti ci sono solo variazioni di An = £3,+1. Questo significa
che la correzione puo essere scritta come:

H/An:3 H/An:3 H/Anzl H/An:—l
S (Bt

Stati non
ortogonali

dove i singoli termini hanno la forma:

Hy,—5=(ny,no,n_|H'Iny +1,n0+ 1,n_ +1)(ny + 1,n0+ 1,n_ + 1|H'|ny,no,n_)
HAn,fgf ny,no,n_|H'|ny —1,mg—1,n_ —1){(ny —1,n0—1,n_ — 1|H'|ny,no,n_)

HY _ = (ny,no,n_|H'|ny +1,n0 —1,n_ +1){ny +1,n9 — 1,n_ + 1|H'|ny,ng,n_)

ny,no,n_|H'|ny,ng —1,n_Yny,no—1,n_|H'|ny,no,n_)

(
(
An 1={ny,no,n_|H'|ny,ng+1,n_)Yny,no+ 1,n_|H'|ny,ng,n_)
(
An——l =
=

An——l - TL+,7’L0,TL7|H/|TL+ - 17”0 + 15”* - 1><TL+ - 15”0 + 17”* - 1|H/|n+7n07n*>
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Capitolo 5

Formulazione Covariante
dell’Elettromagnetismo

5.1 Richiami di Relativita Speciale

Le trasformazioni di Galileo, valide a bassa velocita, sono nel caso di traslazione lungo 'asse z e
rotazione di un angolo 6 intorno allo stesso asse z:

~

=z -+t
xcost + ysin 6

~

~

—xsinf + ycosd

ol B
I

La teoria della relativita introduce le relazioni:
2 =~(z +vt)
, v
ct =1y (ct + —z)
c

dove vy =1/4/1 — 52, B = v/c. L’invarianza per rotazioni fornisce:

2
2% — 27 = 2 (2% + 20zt + V2H?) — 42 <62t2 + vzt + 1)_222) =
c
_ 2272 <1 o ”_2> +72t2(v2 o 02) _ foi Jr)fz’cztzi _
2 7 7
L2 22

OVVero:

‘7;:2 22— 72 2y

Per rendere pit1 esplicita la forma delle trasformazioni di Lorentz si pud porre v = cosh( e 72 — 1 =
sinh {, ovvero interpretare la quantita v come legata ad un angolo di rotazione immaginario (:

2\ ([ cosh( sinh( z
ct/ )~ \ sinh( cosh( ct
L’introduzione di un quadrivettore spaziotempo x,, = (7, ct) permette di introdurre la quadrive-
locita:
ar _ dr B dr _ dr
dt d(t 1— d(gjt?)) d(t 1-— ﬁQ) dt

U:
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48 Formulazione Covariante dell’Elettromagnetismo

la cui quarta componente é data da yc:

v = @ c
U= Wdt’v

Si definisce allora quantita di moto relativistica = mv = mgyy, ovvero p,, = (moy¥, mo7yc). Svilup-
pando intorno allo zero la quarta componente del quadrimpulso (ovvero nel limite non relativistico):

2
1
moyc = % = mgc (1 + % + 0(3)) ~ moc + %mmﬂ

ovvero, la quarta componente mgyyc? & l'energia. La derivata rispetto al tempo del quadrimpulso
deve quindi fornire la forza e il lavoro:

d d 1 1 L _3/22qd6 PRLIL
—py =Mmyc——F——=——==—myc |1 — — T— =m, —_—
T TV ey R 2 a4
e:
7~ 9 =m0 — ) = —mic’

5.2 Formulazione Covariante delle Equazioni di Maxwell

Si considerino le equazioni di Maxwell:!

V-E = +47p V-H =0

L. 10H . o0 10E
E =——— H =4r—+-—

VX c Ot VX 7Tc+cat

Come é noto, il fatto che la divergenza del campo magnetico H ¢ identicamente nulla? induce a
scrivere H come il rotore di un campo:

H=VxA

Infatti la divergenza di un rotore & identicamente nulla se sono soddisfatte le ipotesi del terema di
Schwarz.? Questa scrittura permette di dedurre:

B I 1= (04 - . 104
VxE——(VxA)—Vx<E> = VX<E+E§>O

Il campo F + %%—’? é quindi irrotazionale, pertanto si pud a sua volta scrivere come il gradiente di

un campo scalare ¢:

L 104 - . 104 -
E+-22 = E=--22
Jrc@ﬁ Ve = c Ot Vo

pertanto i campi E' e H soluzioni delle equazioni di Maxwell si possono scrivere tramite i potenziali

—

Ae ¢

L. 4 104 -~
H= A E=--22_ 1
V x —— ~ Vo (5.1)

I potenziali Ae ¢ prendono rispettivamente il nome di potenziale vettore e potenziale scalare. Sosti-
tuendo queste espressioni nelle equazioni del flusso del campo elettrico e della generalizzazione della

Tn questo paragrafo per comodita di convenzione si useranno le lettere E e H per indicare il campo elettrico e
magnetico.

2Si ricordi che questa scrittura implica che i monopoli magnetici non esistano.

3Vale forse la pena di ricordare che le condizioni per la validita del teorema di Schwarz sono che la funzione deve
essere di classe C(?) e che sia definita su un insieme aperto e semplicemente connesso.
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5.2 Formulazione Covariante delle Equazioni di Maxwell 49

legge di Ampére (ovvero le altre due equazioni di Maxwell) si ricavano le equazioni corrispondenti
per i potenziali:

T S R
- o R B NS ov 13 7181‘1‘7—»
VX(VXA)f VIA+ V(Y- A) = 4n & +c—at< ~ S = Vo (5.2b)

dove si ¢ tenuto conto della relazione vettoriale V x (6 x V) = 6(6 . 17) — V2V. Queste equazioni,
note anche come equazioni elettrodinamiche descrivono la propagazione dei due potenziali vettore e
scalare, tuttavia queste due equazioni risultano accoppiate.

Grazie al margine di arbitrarietd compreso nella definizione dei potenziali é possibile pero disac-
coppiarle. Questo margine di arbitrarieta deriva dal fatto che applicando determinate trasformazioni
ai potenziali, le equazioni di evoluzione rimangano inalterate: in altri termini, applicando queste
trasformazioni ai potenziali (dette trasformazioni di Gauge) le espressioni dei campi elettrico e ma-
gnetico non variano. Lo scopo finale che si ha in mente qui € quello di disaccoppiare le due equazioni
e di renderle allo stesso tempo invarianti relativisticamente.

Innanzitutto si osservi che siccome il rotore di un campo gradiente é sempre nullo e denotando
con ¥ un campo sufficientemente regolare, si ha che la trasformazione A — A+ VU non altera
il campo magnetico. Se si inserisce questa trasformazione nella seconda delle (5.1) si trova per il
campo elettrico:

- 10, - =~ - 10 - = /10¥ -
E=———(A+VV¥)-Vp=—-—A-V|-—— | —-Vo
c ot c
e si vede che affinché anche il campo elettrico resti invariato il potenziale scalare deve far comparire
un termine che compensi quello aggiuntivo derivante dal potenziale vettore, deve trasformare cioé
come ¢ — ¢ — %%\II. Quindi le trasformazioni sui potenziali:

A — A+VU
1dv
PO Ta

rimangono invariate le equazioni di Maxwell. Avendo sempre in mente di disaccoppiare le equa-
zioni elettrodinamiche (5.2a) e (5.2b) e metterle in una forma relativisticamente invariante, si puo
utilizzare la liberta di scelta fornita dalla ¥ per fare in modo che nella (5.2a) risulti

- o 10 - - 10
Vid=—-oo = V. Adt-o0=0 (5.3)

Questa particolare scelta prende il nome di Gauge di Lorenz ed é un invariante di Lorentz. In
questo modo la prima equazione si disaccoppia e prende la forma di un’equazione delle onde:

10 -
V- cm VA= Vi

1 0%

~90 _un
c? ot? ¢

Questa scelta risulta coerente, si vede infatti che sostituita nella (5.2b) permette anche a questa
equazione di disaccoppiarsi e assumere la forma di un’equazione delle onde:

W oa L L 71 104 —
—V2A+V(V-A):4779U+—2 (——a——v¢>:
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ovvero, in defintiva:

1 0%
2 _
- g~ ime
L1924 ov
oy _lo"A _  oU
V-A ERT 4 c

Queste due equazioni possono ormai essere riscritte direttamente in forma invariante utilizzando

M 2 N N . . . . .
loperatore Dalambertiano 0 = V2 — C%% che, come ¢ noto, ¢ un invariante relativistico:

¢ = —4rmo

OA = 747rg
c

La gauge di Lorenz, che sfrutta la liberta insita nella definizione dei potenziali, permette quindi di
esplicitare la covarianza delle equazioni dei potenziali.

Il fatto che il dalambertiano sia un invariante porta ad introdurre in maniera naturale due
quadrivettori:

A, = (/_f, ?) quadrivettore potenziale

Ju = (0V/c, 0) quadrivettore corrente

L’introduzione di un quadrivettore potenziale & del tutto lecita. Non deve sfuggire infatti che la
gauge di Lorenz (5.3) ¢ in effetti la quadridivergenza di questo quadrivettore, che risulta pertanto
invariante. In altri termini, 'imposizione della gauge di Lorenz ai potenziali vettore e scalare oltre
che disaccoppiare le equazioni dei potenziali, rendono questi le componenti di un quadrivettore
invariante.

In termini di questi due quadrivettori, le equazioni dei potenziali assumono immediatamente una
forma invariante relativistica estremamente compatta:

Si consideri ora una generica rotazione:

/

= cosf + ysinf
/

= —zsinf + ycost

z =z

- (0 9 0
V(%a—y’&)

0 8x8+8y8 cos98+s'98
= =2 27 = isinfh—
dxr’ Oz’ 0r Ox' Oy or dy
e quindi il gradiente trasforma esattamente come un vettore. Considerando invece le trasformazioni
di Lorentz:

Il gradiente definito come:

trasforma come:

Z =7z + i)

;o v
c’ =vylct+z
c

il gradiente trasforma come:

0 0z 0 Ot) 0 o wv 0
92 9702 07 o) <a_ - Za<ct>)

0 _O(ct) 0 dz 0 0 v 0
oty o) ola) oy oz ! <8(ct) - Ea(ct))
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5.2 Formulazione Covariante delle Equazioni di Maxwell 51

e quindi anche nel caso di trasformazioni di Lorentz il gradiente trasforma come un vettore. Si
possono quindi introdurre i quadrivettori:

. - 0
z, = (7, ct) Ou = <V, @)

e i rispettivi controvarianti:

at = (7, —ct) o+ = (6, %)
c

in questo modo x,a* = r? — ¢*t? & il quadrintervallo e §,0" = O ¢ il dalambertiano. Con questa
notazione, la gauge di Lorenz si esprime come d,A* = 0.

L’introduzione di un formalismo relativisticamente invariante permette di definire un tensore
elettromagnetico. Infatti vale:

0 0

VxH = H,=—A,— a—yAz ovvero Hj, = 9;A; — 9;A;

per il campo elettrico vale una relazione analoga:

_ 104,
2 ot

0
— —a ¢ = (94143 — 83144
z

Si & portati quindi ad introdurre un tensore elettromagnetico definito come:

0O H, -H, —E,
-H, 0 H, -E,
H, -H, ~E.

Fu = 0,A, —0,A, = 0
E. E, E. 0

e che trasforma evidentemente come:
F (7)) = AAT Fpo (23)
Si vedra ora come trasformano alcune delle componenti di questo tensore a titolo di esempio.

H, =F|, = AN{AJF,, = F12 = H,
E. = Fj3 = A{ASF,, = AjASFys + AN Fyy = 72(Fas + B2 Fsy) = v2(Faz — B2 Fsy) = Fu3 = E,
H. = Fj3 = AJAJF,; = ASAS Foy = A3 Fog + A3Foy = y(H, — BE,)

e in maniera analoga per le altre componenti.
Si possono ora considerare le equazioni di Maxwell. Si considerino prima quelle senza sorgenti:

6 X ﬁ = 01 Fo3 + 09 F31 + 03 F12 = €4pc0u Fpe = 0

la quarta componente fornisce:
1
O2F34 + O3 Fyo + OsFo3 = -0y E. + 0. E, — E&Hm

ovvero proprio ’equazione V x E + %%H = 0. Le equazioni senza sorgenti possono quindi scriversi
in termini del tensore elettromagnetico:

O FM =0 (5.4)

Per le altre equazioni risulta:

amEz + ayE‘y + azEz = 47TQ = 01Fp + 0o Fyo + 63F43
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52 Formulazione Covariante dell’Elettromagnetismo

e siccome il termine 9,Fy, = 0, questa equazione assume la forma *Fy\ = 47js. Generalizzando
I’altra equazione si trova per la coppia di equazioni con le sorgenti:

OMF,\ = 4mj, (5.5)

Si consideri ora la forza di Lorentz F' = e(E + g x H). Se si introduce la densita di carica g si puo
definire una “densita di forza di Lorentz” F = Q(E + g x H ). Si consideri la componente lungo z di
questa densita F in termini del tensore elettromagnetico e si tenga presente che vale j, = (gg, 0):

F. = 0B, + 2 (v H, — v H,) = oF. + 2v,H, — v, H, =
C C C

Vg v ) ) .
= oFy3 + QTF31 - Q—cyF23 = jaFus + j1F31 — joFos =
= JaFus + j1F31 + joFso + jaF33 = j9'F3,

——

=0

Lo stesso calcolo puod applicarsi alle altre componenti della densita di forza, risulta quindi:
Fi= j“ﬂu

Per la quarta componente si ha:
0 0
Fa=j"Fuu =] Fu+ j°Fio + j° Fug + [*Fis = Zvp By + Zvy By + “0. B =

L §xH\ v F-¥
:Q<E+ )E:

C C

e cioé la densita di potenza. F) costituisce quindi un quadrivettore le cui componenti sono la densita
di forza di Lorentz e la densita di potenza:

Deve allora essere possibile definire un “potenziale” a partire dal quadrivettore F, tale che F) =
—0"T),. In base alla forma covariante (5.5) si puo scrivere:

1 1 1 1 1
Fa= g2 0°F) Fay = -0° (F)Fa) = - FROFyy = 2207 (FUFy,) = - F"*0,F,
=jn

L’idea é di far uscire una divergenza totale manipolando opportunamente questa equazione in modo
da poter trovare I’espressione esplicita del “potenziale” T,. A questo fine, scambiando gli indici p e
w1 nel secondo pezzo di quest’ultima equazione:

1 1
,EFMJ@/JFM = 7EFW8#F,\,J
e sommando:
Lo (o 1 L pouo L pou
o= gm0 EB) = g (G 0B+ 2 7 0us ) =
1 1
- E@” (F#F/\M) - 8_7rFMp (OpFxp — OuFrp) =

1 1
= E@’) (F#F/\M) - 8—7TF“’3 (OpFrp — OuFrp — OrFlup + OFp)

notando ora che 9,F, = —0,F, si ha:
L op (pm L e
Fy= Ea (FFFy\.) — gF —0,Fyu) — 0, F\y — O\Fp, +0\F,

:EAMPBPFAPEO
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5.2 Formulazione Covariante delle Equazioni di Maxwell 53

per cui:
1 P (e 1 Hp 1 P (P 1 HP
Fa= 70 (B Bn) = gL B (OnFup) = 207 (F Fo) = 35208 ("7 Fi)

rinominando ora gli indici muti 4 in v e p in p nel primo termine e mandando l'indice muto wp in v
nel secondo termine, si ottiene:

1 1
— 9" (F¥Fy,) — —0y (FYPF,
Fa=479 (FiFx) 167ra)‘( o)

notando infine che 9y = g»,0" si ricava:

1 1 1 1
— — 9" (FYF L) = — 14 FVPFV = | —FYF , - — FVPFV
7 471'a ( piA ) 167rg/\“a ( o) =0 (471' piA 16ﬂ'g>‘” p)

che permette di definire il “potenziale” come:

1 v 1 v
EF# F)\V + —g)\pF pFl/p

.7:,\ = —GHT,\H T)\H = — 161

che prende il nome di Tensore energia-impulso elettromagnetico.
Questo tensore é simmetrico. Infatti, scambiando p e A nel secondo passaggio:
FuFY = —F, F{ = F/F,\=F{F,,
Analizziamo ora le componenti principali di questo tensore.
1

1 1
Ty = ——Fy, FY = ——FyuF? —
4 4o 1 4 LT yp

1 1 — —
FiFf = - (E,H. — B.H,) = — (E x H) =S,

in quanto g41 = 0.

1 1 1 1
Tyo = ——F\,FY = ——F\3F} — —F\,F)} = —— (+E,E, — H,H,) = —0,
12 4 2 g 1372 Tyt A2 47r(+ Y vHz) Ty
per 'ultimo termine, tenendo conto del fatto che i termini diagonali sono nulli:
Tas = ——— Fy FY + —— g F?F,, = —— (FuF) + FiaF2 + FigF?
=T 4u4+16—ﬂ_g44 pu_ﬂ(41 4 T Faoly + Fa3 4)+
1
— ——gua (FPFio+ FPFi3 4+ FYUFiy + +F*' Foy 4+ FPFyy + F* Fyy+

167
+ F3' By 4 F32F3y + F3*F3y + +FY Fyy + F2Fyp + F43F43)

ricordando la forma del tensore elettromagnetico, il termine si puo riscrivere come:*

1 1
Tyy=——(—E?—E? - E%) + ——guu (—2H? —2H? — 2H? + 2E* + 2F? + 2E?) =
44 47r( o y Z)+167Tg44( o v ;20 + 20 + z)
1 1
= —F? - — (—2H? - 2H? — 2H? + 2E? + 2F? 4 2E*
47 1671'( * v zt by 2hy + z)
1 1 1 1
= —F%?4+ —H?_ —FE?— _— (E?4+ H?
4 + 8w 8w 8 ( + )
In definitiva il tensore energia-impulso espresso come matrice assume la forma:
—Ozxx _Uzy —Ozz %Sz
“Oyz  —Oyy —Oyz %Sy
Ty, =
—Ozx *O—zy —O0zz %Sz

ls, 1s, lg. %

4Questo caso ¢ abbastanza istruttivo delle trappole che possono annidarsi in un calcolo apparentemente semplice. I1
termine di metrica gs4 porta un segno meno (perché siamo in segnatura ++--), nello stesso tempo le componenti ”4”
del tensore elettromagnetico (dunque le componenti del campo elettrico) cambiano di segno passando da componenti
covarianti a controvarianti. Questo fornisce dei termini fHZ.Q per il campo magnetico (—H; - H;) e +E¢2 per il campo
elettrico (—E; - —E;).

Valeriano Barassi - 2009/202/



54 Formulazione Covariante dell’Elettromagnetismo

dove:
1 1,y e
oy = (E;E; + H;H;) — = (E* 4+ H?) é;; = tensore degli sforzi di Maxwell
™ T
1 - -
S; = 4—E x H = vettore di Poynting
™
1
H =—(E*+H%)= i
3 ( + ) energia

Si condideri ora la quarta componente della densita di forza:

10

= PTyp = —= =Ty — 0'Ty;
Fa X c o laa 4
integrando si trova:
10 - 1 dFEcari 1dEem. 1
/}'4dV:———/T44dV—/8ZT4Z-dV = cariche o ——/Sidai
v cot )y v c dt c dt cJs
———

lavoro

Il lavoro rappresenta un’energia per unitd di tempo (I’energia posseduta dalle cariche), mentre I'in-
tegrale di superficie rappresenta il flusso del vettore di Poynting, ovvero il flusso di energia uscente
dal volume considerato. Ne consegue la legge di conservazione:

d d

% (Ecariche + Ee.m.) = *EEuscita

che esprime il fatto che se la somma dell’energia delle particelle e del campo elettromagnetico in un
determinato volume non €& costante, allora significa che esiste un flusso di energia uscente da questo
volume.

Vediamo ora le componenti spaziali della densita di forza:

1 )
Fi=—0 T\ = *E% ia— 0Ty

e integrando:

1 - d d
/E'd‘/:*—g/ Tz‘4dV*/3ZTz‘jdV = — P = —7 P */Tz‘jffj
v Cat v v dt B dt o »

ovvero:

d
n (Picaric .t Pie.m.) = _/ T;;0;
dt b 5 33

Le due equazioni nel riquadro costituiscono i cosiddetti teoremi di bilancio del tensore T, .

5.3 Equazione di Klein-Gordon

Come ¢ noto, 'equazione di Schrédinger & basata sul principio di corrispondenza:

- 0
p— —ihV E h—
p— —1 — 1 B

Questa equazione non ¢ relativisticamente invariante sotto trasformazioni di Lorentz, tuttavia il
principio di corrispondenza risulta conservato nella formulazione invariante:

P — —ihdy,
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5.3 Equazione di Klein-Gordon 55

L’equazione quantistica relativistica per una particella libera a spin 0(®) si ottiene applicando il
principio di corrispondenza alla relazione relativistica sull’energia E? = p?c? + m2ct:

2 Ot2 h2

o in modo piu compatto, introducendo il dalambertiano (equazione di Klein-Gordon):

mc

[D + (7)2] W(7 ) =0 (5.6)

Questa relazione implica, fra l’altro, che il quadrivettore impulso p,, sia un vettore di lunghezza fissa

pari a m2c?:
E2
w_ BT 9 90
pup" = — =m-c
Da notare che per m = 0 questa equazione si riduce all’equazione di Mazwell per i potenziali,

rafforzando la conclusione che questa equazione rappresenta particelle a spin zero.
Il fatto che questa equazione sia del secondo ordine nel tempo implica che se 1)(7, t) & una soluzione,
allora anche (7, —t) ¢ una soluzione, ovvero:

0
ot
L0 "
Zh_w(ra _t) = _E¢(Ta _t)
ot
ovvero una particella reale potrebbe avere energia negativa. Non si pud qui escludere semplicemente
la soluzione negativa in quanto questa scelta non si mantiene necessariamente nel tempo.
D’altronde, risulta naturale definire qui I’Hamiltoniana del sistema come:
H = \/p2c% + m2c*

e quindi tramite il principio di corrispondenza:

m%w(ﬁ t) = vV —R2c2V2 + m2ct (7 t)

La radice dell’operatore pone subito un problema di interpretazione. Se si effettua una espansione
si ottiene una equazione che contiene tutte le potenze delle derivate e quindi una teoria non locale.
Queste teorie sono difficili da trattare e inoltre non rappresenta una versione preferibile all’equazione
di Schrédinger e presenta ancora tempo e spazio su due pianio diversi. E possibile pero eliminare la
radice quadrata dell’operatore prendendo il quadrato dell’energia. Questo modo di ottenere I’'equa-
zione di Klein-Gordon (5.6) rende ancora piu evidente il fatto che si ritrovano soluzioni a energia

negativa perché ora anche le:
H = —+\/p?c® + m2c*

sono soluzioni dell’equazione quadratica.

Da questa equazione deve essere possibile costruire una corrente di carica conservata perché
vogliamo conservare l'interpretazione probabilistica della teoria quantistica non relativistica. Per
fare questo, si procede usando la stessa tecnica come per ’equazione di Schrodinger. Consideriamo
quindi I’equazione ottenuta moltiplicando la (5.6) a sinistra per ¢* (7, t):

W (7, 1) [D+ (%)2] (7 ) =0

58i tratta di una particella a spin zero perché l’operatore di spin non interviene nella derivazione dell’equazione.
Per la precisione, siccome si tratta dell’equazione che regge le particelle libere senza prendere in considerazione lo
spin, & un’equazione che non é specifica per particelle a spin 1/2.
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e la sua complessa coniugata:

e sottraendo:

V* (7, 8) [D+ (@)Q] W(F ) — (7 1) {D+ (@)1 W (7 ) = 0

h h
ovVero: 5 " 5 5 5
? « <Y AR v * o *\]
5 |z (v g0 = 030 )| + 1 (9) = w(vun)] =0
L’idea sarebbe di interpretare la quantita 27’:22 (1/)*%1/1 - 1/1%1/)*) come una densita di probabilita

o(7,t), ma questa non risulta definita positiva. Seguendo il percorso storico, quindi, questa equazione
sard abbandonata. Si tratta tuttavia di un abbandono temporaneo perché si vedra che & possibile
recuperare questa equazione ed utilizzarla per descrivere particelle a spin zero.

5.4 Equazione di Dirac

Come si ¢ visto, i problemi dell’equazione di Klein-Gordon (5.6) derivano dal fatto che ¢ un’equazione
quadratica nel momento p,,. Dirac quindi cerco un’equazione relativisticamente invariante che fosse
lineare nel momento e fornisse quindi una densita di probabilita definita positiva. Per fare questo,
postulo che 'equazione dovesse avere una forma del tipo:

0 c .
[WO% + Wzam + ’Yyay + Wzaz - 7:| w(ra t) =0

dove le v, sono i coeflicienti da determinare. Poiché ’energia della particella ¢ sempre data da
E? = p?c® + m?c?, una soluzione dell’equazione di Dirac deve essere anche soluzione dell’equazione
di Klein-Gordon. Questa condizione si pud imporre applicando 'operatore coniugato:

mc mc
h

0 0 o
N5+ YOz + Yy Oy + 720 + - } [70@ + Y20z + Yy 0y +7:0- — Y(rt) =0

che porta alle condizioni:

Y =—1 v =1
YV TNV =0 p#v

Queste condizioni sono incompatibili se si considerano i v, come degli scalari. Questo significa che
i coefficienti devono essere delle matrici e le proprieta di anticommutazione suggeriscono che si pud
fare la scelta:

Y = Oz Yy = Oy Yz = 0z

visto che risulta appunto o7 = I. In questo caso si puo scrivere allora:
Yo = al + bo, + coy + do,

poiché risulta v;70 + vy = 0 allora deve essere a = b = ¢ = d = 0, il che & incompatibile. Ne
consegue che la dimensione dello spazio scelto non é corretta al fine di verificare tutte le proprieta
dei .

Siccome uno spazio vettoriale di matrici n x n ha dimensione n*, si puo ricavare la dimensione
esaminando il massimo numero di matrici linearmente indipendenti che si possono formare con i v,,.
Risulta che esistono solo 16 combinazioni indipendenti:

2

I Identita
Y0, Vi Tu
YiY0, ViYj
Y1273, Y0Vi Vi
YoV1Y273 =—is
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1l fatto che queste siano le uniche combinazion indipendenti significa che:

all + ayy, + bivivo + cikive + dvivive + €07k + frr1vevs =0
il che implica che le «y, devono rispettare le condizioni:
{’Y,LU’VO} = 725#10
{7i, 7} = 200

0 ancora pill compattamente:
{'V,u; 'Vl/} = 29#1/

Da queste condizioni si deduce che le matrici devono essere almeno 4 x 4. La funzione d’onda
(7, t) & allora un cosiddetto spinore ad almeno 4 componenti. Un insieme di matrici che soddisfa
queste condizioni é dato dalle matrici costruite a partire dalle matrici di Pauli 2 x 2.

(I 0 . .({0 & o
Y=ily g T=ilz o con & = (0g,0y,0)

(01 (0 —i (1 0
9r=1\1 0 b=\i o0 7= 1o -1

Con questa scelta, l’equazione di Dirac descrive particelle a spin 1/2. E possible mostrarlo
direttamente vedendo come si trasforma per rotazioni:

' =zcosf+ysind
y = —xsinf + ycosb
Z =z

' =t

Nei due sistemi di riferimento la particella é descritta dalle due equazioni:

mc

R PSR

EAGHARYC
dove la matrice di rotazione della funzione d’onda:
U (7, ) = Al (7, 1)

si trova imponendo che le due equazioni siano identiche:5
mc N _ mc
[0 = S s (7 1) = A7 [0 = ZE| v (7, )
Siccome vale:

/
act = Uct

0, =0, cosf+ 0y, sind g, =0,
0, = —0p sinf + 9, cosd

risulta:

(5.7)

A_l(vu cosf — vy sin@)A =, A7y, A =4, ovvero [A,7.] =0
A7 lyA = ovvero [A,70] =0

-1 : _
{A (Yusinf + v, cos)A =,
Si considerino ora rotazioni infinitesime intorno all’asse z e si trascurino i termini superiori al

primo:
AO) ~ 14605,  AH0)~1-0%,,

60vviamente, perché ruotando il sistema di riferimento la fisica non pud cambiare.
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dove ¥;, € una matrice da determinarsi, cosf ~ 1 e sinf ~ 0. Sostituendo questa nelle ultime
relazioni (5.7) si ricavano le relazioni:

[Ezy; 796] = Yy [Ezyv ’YZ] =0
[Emy; 'Vy] = Yz [Emy, 'YO] =0

da cui risulta che deve essere Y, o< v;7,. Pill precisamente:

[V 'Vy]

o =

1 1
Ezy = 5%6'77; = Z('Yz'Yy - 'Yy%c) =

Ora, 'operatore delle rotazioni infinitesime nel piano xy per le funzioni d’onda é dato da 1+ %LZH,
per cui nello spazio quadridimensionale in questione si puo fare I'identificazione:

h

Lz = 7 Vx>
1 Dol

e sostituendo le matrici vy € 7, in termini delle matrici di Pauli:

hfo, 0 7ﬁ
Lz — 5 <0 O_Z) — §JZ]I4

dove con I si indica 'identita quadridimensionale. Questo permette di identificare I’operatore mo-
mento angolare lungo z L, con il termine %oz, ovvero proprio una componente di spin pari a
1/2.

Per evidenziale il legame con 1’energia si consideri il sistema solidale con la particella, ovveo quello
in cui risulta costantemente (x,y, z,t) = (0,0, 0,t). L’equazione diventa in questo caso:

m%wm £) = moc?(—in0) (7, )

Al primo membro di questa equazione c’¢ evidentemente I'operatore energia. Siccome gli autovalori
di (—i70) sono £1, ne consegue che gli autovalori dell’energia sono +mgc? (doppi). 1l valore doppio
dell’autovalore +mqc? si interpreta come corrispondenti alle due proiezioni dello spin 4-h/2.

In generale I’equazione stazionaria, cioé ’equazione agli autovalori per ’energia, si ottiene come
segue:

) o . .= mc
zh%@w(r,t) = —ih(y-V — f)w(r,t) —

o (ingy ) 900 = (&7 5+ ime)(e) -
(ing5) 0(0:0) = (- im0, 0)
[e(—=107) - B+ me®(=ino)] ¢, E) = EY(p, E)
In questa equazione stazionaria compaiono gli operatori a = gy e 8 = —i7y, che possono essere

scritti nella forma:
R R 0 & . I 0
a=-—7={s B=iro=14 7

L’equazione puo allora essere scritta nella forma:

[ca - p+ Bme?| (7, E) = BY(p, E)

Consideriamo ora l'interazione con il campo magnetico. Per fare cio, indichiamo esplicitamente
le due componenti del bispinore:
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Per componenti esplicite dei bispinori ’equazione di Dirac assume la forma:
_ X\ _ |, 20T 0y _ q(tfq) X~
(£ —e9) <X+> = { moc <0 ]I> YooY \P CA x+
e separando le componenti:
(B = eop* =mocxt+ - (F— ) x~
c
- (5 €7
(B —ep)x™ =—moc®x™ +cd- (p = EA) X"

E possibile ricavare le componenti basse x~ e sostituirle nell’equazione per le componenti alte:

i)
(E — e¢) + moc?

ottenendo: . .
25 - (ﬁ— —A) F- (ﬁ— —A)
c c +
(E — e¢) + moc?

(E —ep)xt =moc*x™ +

dove §= h/25 ¢ 'operatore di spin. Dalla proprieta:

segue:

Ext = |ed +moc®xT +

Siccome vale:

e e h € h ¢
e e [ R L

I

|

|
&
S
<

|
CdQJ
S
o
I

|

|

|
=

risulta: )
c? (ﬁ— Eff) +iechd - H
c

Eyvt = 2 +
X ep + moc” + (F — ) T moc® X
Nel limite non relativistico vale E — e¢ ~ m,c?, quindi:
e -\ 2 -
c? (ﬁ— —A) +iecho - H
Ext = |ed 4+ moc® + & X"

2moc?

L’energia di interazione fra la carica e il campo elettromagnetico ha allora la forma:

L e N2 . L e N2
(7~ 24) ehd-H (7 2A) e g

ep +
¢ 2mo moc 2mg moc

compare quindi un termine di interazione con il campo magnetico H che si pud scrivere come
2685, dove pup = 2‘:‘7’? é il magnetone di Bohr. L’equazione di Dirac prevede quindi per il fattore

giromagnetico il valore g=2.
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Capitolo 6

Sistemi1 di Particelle Identiche

Si consideri un sistema. di particelle identiche e siano dati i due eventi:
e Evento A: la particella 1 si trova nella posizione 1, la particella 2 nella posizione 2,
e Evento B: la particella 1 si trova nella posizione 2, la particella 2 nella posizione 1

In meccanica quantistica, non potendosi definire una traiettoria, non é possibile distinguere gli
eventi A e B, per cui indicate le rispettive funzioni d’onda con (71, 7) e ¢(72, 71) deve risultare:

lo(F1, 72)[* = [o(7, )|
da cui discende immediatamente che:
o(71,72) = £p(7%,71)

cioé le due funzioni d’onda devono possedere proprieta definite di simmetria nello scambio delle due
particelle.
Le particelle che hanno il segno meno sono dette fermioni, mentre quelle che soddisfano il segno
positivo sono dette bosoni.
Ne consegue subito che due fermioni non possono trovarsi nello stesso posto contemporaneamente
in quanto risulta:
50(7?7 F) = 790(7:: 7_,‘) = 90(7?’ F) =0

Piu in generale quindi la funzione d’onda dei fermioni deve avere la forma:

@(71,72) = pa(71)ps(T2) — Palr2)ps(T1) (6.1)

Dove le ¢, e ¢g sono le funzioni d’onda dei singoli fermioni, supposti non interagenti.

6.1 Formalismo di Seconda Quantizzazione per Bosoni

Consideriamo N bosoni non interagenti e siano ¢, (7, ) le funzioni d’onda di singola particella, dove
p; indica il numero di particelle nello stato o;. Se le particelle non fossero indentiche la funzione
totale si scriverebbe come:

—

1(7) 1 (Tp ) 2(Tpy 1)+ 02(Tpypa) =+ Py (Tpy 4oy =N)
poiché pero le particelle sono bosoni identici occorre prendere la somma su tutte le permutazioni
non banali, ovvero permettere la permutazione delle prime p; particelle fra loro, delle seconde py e
cosi via. Queste permutazioni sono in numero di N!/(p1!---p;!) e quindi la funzione totale va anche

moltiplicata per y/p1!---p;!/N! per mantenere la normalizzazione. Si indichi con |p; ...p;) lo stato
simmetrico ottenuto in questo modo.
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Chiamiamo ora operatore collettivo un operatore definito come:
N
0=> 0
i=1

dove il singolo operatore O; agisce sulla singola particella. Ricerchiamo quindi gli elementi di matrice
di questo operatore O. Se si suppone gli O; diagonali, allora:!

Oia,, (1) = dijonpa, (17)
si ricava:

N
Olpr-+-p1) = onpnlp1---pi)
h=1

Se questi operatori soddisfano invece la relazione:

Oipa, (15) = 6ij01rpa, (15)

questo agisce solo sulle funzioni d’onda relative alla particella ¢ = j e manda lo stato .. (I = r) nello
stato a, con autovalore 1. In altre parole, questo operatore sposta r in s: se lo stato r manca esso
non agisce, ma se & presente almeno una particella la manda nello stato s. Se inizialmente lo stato
r ha p, particelle e lo stato s ne ha p;, dopo ’azione dell’operatore lo stato r si ritrova con p, — 1
particelle e lo stato s con ps + 1. Gli elementi di matrice devono allora essere del tipo ps04-, a cui
va aggiunta la normalizzazione.

Prima dell’azione degli O; ci sono N!/v/p1!---piladdendiin |p; - - - p), dopo il numero dei prodotti
degli stati per singola particella é:

pr V!
pil-pi!

con il fattore di normalizzazione y/p1!---p;!/N!. Per azione diretta si ricava il numero di termini:

N!
pr (pr = Dips + DLl

con una normalizzazione data da /p1 - - - (p, — 1)!(ps + 1)!- - - p;! /N!. Per confronto:

p NI pit---p!
p1!-py! N! _
N! \/pl---(pr—1)!(ps+1)!---pz!
p1--- (e — D ps + 1)1 py! N!

_ pe(pr —1)! (ps+1)!\/ ! .

Dr
ps +1

P! ps! (pr — D! (ps + 1)1 (e +1)

da cui in definitiva:

Olpr - prps - 01) = Vpr(ps + Dlpr - (pr — D)(ps +1)---p1)

L’analogia con gli operatori di creazione e distruzione suggerisce la definizione degli operatori:

dllplp‘spﬂ:’/ps'i_llpl(p5+1)pl>
dolpr- D) = v/or o1 (pe 1) 1)

che soddisfano la relazione [aT,al] = 0,5. L’operatore al crea una particella nello stato s e l'ope-
ratore a, distrugge una particella nello stato r, sono chiamati pertanto rispettivamente operatore
bosonico di creazione e operatore bosonico di distruzione.

IPer allegerire la notazione indicheremo d’ora in poi 7p; semplicemente con 7
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In termini di questi operatori risulta:

0= OSTaZaT

Se si considera il generico opeartore O con elementi di matrice Opq che soddisfa la Opq = 6p50¢rOsr,
ricordando la definizione di O; data sopra si puo riscrivere come:

Consideriamo infine gli operatori:

Questi operatori soddisfano le relazioni:

[ﬁz(f),@(f)} - [@T(f),\iﬁ(f)] =0

{\TI(F),\TIT(F’)} = l on(F)pi (1) [@h,du = i@h(ﬁ@i(m
h k=1 h=1

poiché le ¢, (7) sono anche un sistema completo, vale la relazione:

Da queste relazioni si deduce che I'operatore \ilT(f* ) crea una particella nella posizione 7 e l'operatore
U(7) distrugge una particella nella posizione 7. Questi operatori sono chiamati operatori di campo
bosonico.

6.2 Formalismo di Seconda Quantizzazione per Fermioni

Il formalismo appena visto per i bosoni si puo estendere ai fermioni a patto di tenere presente che
la funzione d’onda totale deve essere antisimmetrica. In termini di autofunzioni di singola particella
si pud quindi scrivere come un determinante di Slater:

(10@1(_»1) 0 Py (FN)

(PozN(Fl) SDaN(FN)

si noti che questa scrittura permette automaticamente di soddisfare il principio di Pauli, in quanto
la forma (6.1) & automaticamente soddisfatta.
Si cerchino ora degli operatori O, analoghi agli operatori bosonici:

N
O(p(FlvF?v"'aFN) = Zoiwaz(_}) con OAZ'(:ODLL(FJ) = 5ijél@al(ﬁ)
=1

Si possono ora presentare solo due casi: p,l € {1,..., N} oppure p,{ ¢ {1,...,N}.Sel ¢ {1,...,N},
Poperatore non agisce e restituisce 0. Se p € {1, ..., N} allora nel determinante compare una seconda
riga oy, e di conseguenza si annulla.
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Consideriamo il caso | € {1,...,N} ep ¢ {1,...,N}. In questo caso l'operatore allora cambia
la riga ma non preserva la normalizzazione. E importante specificare 1'ordine degli stati e quindi
sistemarli nell’ordine giusto, si devono quindi effettuare delle permutazioni di righe che cambiano
segno al determinante. Cerchiamo quindi un operatore del tipo:

N
O => Opbib,
p=0

dove il segno corretto é nell’operatore b. Indichiamo gli stati occupati con la notazione:

[ 0,...,0 ,1,1,...,1)
~—— T 7 T
non occupati aj as an
occupati
allora risulta:
byl0,...,0,1,..., 1 s 1) = (=) e ®0,...,0,1, ..., 0 1)
p-simo p-simo

dove con Zaiq) «; si intende il numero di stati che precedono il p-simo. Piil in generale se:

l;p = (—1)E“i<” ainp
b = (~1)Zei<r (1 —n,)

allora Bp e l;;f) apportano il segno giusto. Consideriamo infatti per semplicita il caso [ > p.

b10,00,. .. ,0,1, 1,0, 1) = B ()X 0, .. ,0,1,...,0,...,0,...,1) =
1bp] L....0 ) =1b;(=1) 0,50 )
p l p l
:(—1)fo1ai(—1)[25§5“i+2ip+1“i]|0,...,0,1,...,(T),. L) =
p l

= (=1)X=rr1% =10,...,0,1,...,0,...,1,...,1

(1) | UREEES. )

p l

N N .. . . T . . ) 7t
e Zi:pﬂ «a; € proprio il numero di posti di cui si € scambiato lo stato. Come si vede, l’operatore b; crea

un fermione nello stato | e l'operatore I;p distrugge un fermione nello stato p e sono chiamati pertanto
rispettivamente opearatore fermionico di creazione e operatore fermionico di distruzione.
Segue dalla definizione degli operatori b,:

infatti se [ > p:

Dbyl 1, 1, ) = by(— )X e (1) Zip e,
T
p l

=
<
I

quando si calcola byb;, b; agisce su uno stato occupato in pitt ed ha quindi un segno meno in pii1 che
annulla la somma. In modo analogo si ricavano le regole:

B;IA’P + BPIA’I = 5lp
ool +b6f =0 Vi,p
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In maniera analoga a quanto fatto per i bosoni, & possibile introdurre degli operatori definiti
come:

) =37 o (7)b}

Siccome secodo la (6.2) b e b anticommutano risulta, ancora in analogia al formalismo bosonico:

[0 (), 0 (7)) = [@1(), ¥1(7")] =0

! l
[0, 57| = > @) [bnsbl] = D en@ei () = 67~ )
h,k=1 h=1

Si vede che I'opearatore W1(#) crea un fermione nella posizione 7 e 'operatore W(7) distrugge
un fermione nella posizione 7 e sono dunque chiamati operator: di campo fermionico.
Da notare che i campi associati non sono osservabili, in quanto se si introduce in questa trattazione

anche il tempo risulta che questi operatori non commutano su distanze time-like.

2Si ricordi che le ¢ () sono un sistema completo.
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Capitolo 7

Elettrodinamica Quantistica

7.1 Quantizzazione del campo elettromagnetico

Si consideri il campo elettromagnetico A,, in assenza di sorgenti. Esso soddisfa ’equazione (1A, =
0. Data l'arbitrarieta della scelta dei potenziali, si consideri la gauge di Lorents in cui ¢ = 0 e
di conseguenza il campo elettromagnetico & descritto solo dal potenziale vettore A che verifica le
equazioni:

OA=0 V-A=0 (7.1)
Si osservi subito che: )
Dei(é-rwt) _ <W_ + |E|2) ei(E-rtwt)
2

per cui se vale la relazione:

w?

— =k

C

una soluzione della prima delle (7.1) & proprio é'(l;:’)ei(’;"?*‘*’t), dove é(k) @ il versore indipendente
dalla direzione di polarizzazione. Siccome poi vale anche:

—

ﬁ.é'(]z)ei(g'?ﬂ*’t) _ [6 . é*(E):| ei(E-Ffwt)+é»(E) [6 . ei(E-Ffwt)} _ 0+5(E) {V . ei(l_c‘i‘fwt) _ iei(E-Ffwt)E.é»

si ha che questa relazione soddisfa anche la seconda delle (7.1) se vale k-& =0, ovvero se le onde
elettromagnetiche sono trasverse. In uno spazio tridimensionale i vettori ortogonali ad uno dato sono
solo due, per cui ¢ piu esplicito sostituire é’a(E) a é’(E), dove l'indice o pud assumere solo due valori in
corrispondenza delle due possibili polarizzazioni. Per questo, e siccome la prima delle (7.1) & lineare
omogenea, la sua soluzione generale reale si scrive:

A7 t) = % ; {a(a, R)en (el ™=w0 | g% (a, E)ga(lg)e—z‘(k.ﬂm)}

dove a(a, k) sono dei coefficienti da determinare in base alle condizioni al contorno.! 1l fattore 1/v/V/
é un conveniente fattore di normalizzazione, essendo V' il volume di spazio in cui si sta considerando
il campo elettromagnetico. Introduciamo le variabili dinamiche:

a, i = ala, k)e it

e le loro complesse coniugate. In questo modo, la soluzione generale di sopra si scrive in maniera piit
concisa:

A1) = % S () [, o™+ az e ]
ak

n generale, in maniera, piti corretta, al posto della sommatoria in k si sarebbe dovuto utilizzare un integrale in dk,
in quanto k pud appunto assumere valori continui. Tuttavia, per semplicitd formale si assumera che possa assumere
solo valori discreti che fra ’altro ¢ il caso di una cavita risonante, come noto.
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A partire dalle relazioni (5.1) per ¢ = 0 si possono poi ricavare i campi elettrico e magnetico:

= 1 w_ T kT ok ik
£= NG L Calk) [ma,;z@ —a, qe }
ak
’H—LZEXE'(E) [za R g e “2’1 i
- \/V ﬂ o a,k ,E
a,k

Si vuole ora calcolare esplicitamente ’'Hamiltoniana del campo elettromagnetico che, come & noto,

¢ data da: )

_ 2 2
HfSWAQ3+H)W

e a questo fine occorre calcolare a partire dalle (7.2) £2 e H?2. Per fare questo si osservi che nelle
(7.2) i campi sono scritti in termini di serie di Fourier complessa per la quale vale I'uguaglianza di
Bessel? e quindi:

a,l; 0¢7E
1 2 - 2 2
2 2 * 2
H* = % ZQk Ui = 7 Zkz {(%eamg) + (%maa,g) }
a,k o,k

per cui, non dipendendo da £2, H2 e da 7, si ha immediatamente:
2 2
=5 02 Zw [(%e aaﬁ) + (%m aa,;) ]

Introducendo ora le variabili dinamiche:
Qa,E = aa,E + a;E =2Re aa,E
Pa,]; = QZE = —iw (aa,g + aZ,E) =2wSma_ 7
I’Hamiltoniana del campo magnetico si scrive come:
11
=5 2 (Pizz +w? i,z)
a, E

Questa forma é probante: essa si intrepreta dicendo che 'energia del campo elettromagnetico é
data dalla somma delle energie di tanti oscillatori armonici di frequenze w corrispondenti ai modi
normali. A questo punto, la quantizzazione del campo elettromagnetico puo effettuarsi introducendo
le relazioni di commutazione:

|:Qa757 Pa/,];/:| 'Lh(sa a’(sk k!

Da queste relazioni e dalle (7.3), che si possono anche scrivere nella forma:

1
4 =5 (Qui +iPu)

1
oz L .
Yk T3 (Qui=iPur)

si ricava 'altra relazione di commutazione:
h
T _
(00l ] = gDt (7.4)

2Tl quadrato della somma di una serie di Fourier & uguale alla somma dei moduli quadri dei coefficienti dello
sviluppo di Fourier stesso.

3Dalla relazione di dispersione w? = k2c2.
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Quantisticamente, il campo elettromagnetico é quindi descritto dall’operatore:

—. P

Aty = [a(a, k) é(a, B)e'FT=0 4 of (o, k) (a, k)e*(zk-rwt)}

ok
Si osservi che essendo:
ih%é’(a, k)eiEm=wt) — hwe(a, E)ei(E'F_Wt)
—ihVé(a, B)e' T = hké(a, /;:)ez(’; rwi)
ih%é(a, Fe~ R — _poé(a, ke (R =)

—ihVE(a, K)e~ (R0 — _pia(a, K)e— (Rt

il termine (o, l_f’)eﬂ(’;';—“’t) si pud interpretare come la funzione d’onda del quanto del campo elet-
tromagnetico (fotone), corrispondente rispettivamente a energia +hw e impulso +hk. Ancora, dalla
(7.4) si puo considerare af (o, k) e a(a, k) rispettivamente come 'operatore di creazione e distruzione
di un fotone di energia hw.* Cosi il campo elettromagnetico & scritto come una somma di operatori
di distruzione per la funzione d’onda del fotone Aw pitlt un operatore di distruzione del fotone —FAw.?

Analogamente a quanto fatto per ’energia, si pud poi calcolare I'impulso P = ﬁ fv géﬁdV del
campo elettromagnetico, si trova in maniera analoga:®

. 1 .
_ . T .
P=gs) kb (0,50] ¢ 0! 70 7)
ok
Gli autovalori di energia e impulso sono allora dati da:

1 1
He <nk + 5)
ak
1 - 1
4dme? Z ik (no"E + 5)

a,k

P=

Il termine n,, i, cOme noto, & un numero intero che in questo caso andra interpretato come numero

di fotoni di energia fiw, impulso hk e polarizzazione «. Si osservi che I’energia in assenza di fotoni
anziché essere nulla ¢ infinita, questa incongruenza si pud risolvere elimininando (rigorosamente) il
termine 1/2. Questo inconveniente invece non si ha per I'impulso, in quanto se un fotone puo avere
impulso hE, ha anche —hk e cosi per n, r si ha P =0.

7.2 Quantizzazione del campo elettronico

Dopo aver effettuato la quantizzazione del campo elettromagnetico in assenza di cariche, si vuole ora
considerare la quantizzazione del campo delle cariche, ovvero della carica elementare (elettrone) in
assenza del campo elettromagnetico, riservando al §7.3 il caso pitt complesso della loro interazione.

Come si ¢ visto, la teoria di Dirac di prima quantizzazione prevede per I’elettrone libero anche stati
di energia negativa, la cui interpretazione non era allora chiara. Tuttavia, si & appena visto che stati
di energia negativa intervengono nella scrittura esplicita del campo elettromagnetico quantizzato. In

40, inversamente, un operatore rispettivamente di distruzione e creazione di un fotone di energia —hw.
5Naturalmente, si intende che gli operatori a i e at 7 non agiscano sulle funzioni d’onda per le quali sono
> a,
moltiplicati a sinistra.

6Vale la relazione: .
p=Fi
c
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analogia a quest’ultimo, Dirac propose di scrivere il campo quantizzato dell’elettrone (7, ¢) nella
seguente forma:

() = D [ulp B)e T be (7, B)e E 4 u(—p B)e T bl (5. e ! (7.5)

dove, al posto del vettore d’onda k¢ I'impulso della particella p’ e alla polarizzazione « é stato
sostituito l'indice S che individua i due possibili stati di spin della particella, inoltre, nel caso
considerato, il campo (7,t) ¢ in generale complesso e non necessariamente reale. Questo campo
quantizzato associato ai fermioni prende il nome di campo di Dirac.

Nel primo addendo della (7.5) compare la funzione d’onda di una particella libera avente energia
positiva (I’elettrone) moltiplicata per un operatore di distruzione di un elettrone. Poiché distruggendo
un elettrone la carica aumenta di una unitd, il primo addendo incrementa quindi di 1 la carica
(Ag = +1). Prima di procedere avanti nell’interpretazione, si osservi che dovendo essere conservata
la carica il campo ¢(7,t) deve avere proprieta definite rispetto alla carica, per esempio puod avere
Aq = 0 0 Ag = £1(7). In altre parole non puod essere costituito, ad esempio, da una somma di
termini che hanno ciascuno un Agq diverso. Cosi, poiché il primo addendo della (7.5) ha Aq = +1,
tale deve essere anche il secondo addendo. Di consequenza, l'operatore di creazione compreso qui non
puo creare un elettrone perché in questo modo la carica diminuirebbe di 1: esso deve quindi creare
una particella di carica positiva. Questa ipotesi & confortata dal fatto che b; (7, B) é moltiplicato per
una funzione d’onda di una particella libera corrispondente a E < 0 se la carica é negativa, ovvero
con E > 0 se la carica ¢ positiva.

La teoria di Dirac di seconda quantizzazione prevede quindi l’esistenza di un elettrone positivo
(positrone).

7.2.1 Perturbazioni dipendenti dal tempo

Si consideri un sistema descritto, all’istante iniziale ¢ = 0 dall’Hamiltoniana non esplicitamente
dipendente dal tempo Hy e di cui sia noto lo spettro Hoplw,) = Fyn|1,). Se inizialmente il sistema
¢ in uno stato [¢°) = Y cnlth,), € gid noto che agli istanti successivi sara nello stato [¢°(t)) =
>on e~ En/Me |4,), coni ¢, non dipendenti dal tempo.

Si supponga ora perd che da ¢ = 0 in poi sul sistema agisca una perturbazione V(t) per un
periodo di tempo limitato, ossia il sistema abbia Hamiltoniana H = Hy + V (¢). Lo stato |9 (¢)) ¢
allora soluzione dell’equazione:

(1) = (Ho + V(1) [0(1) (7.0

Poiché {|i,,)} & un sistema completo si puod scrivere:

—+oo

() =Y ealt)e F (1)) (7.7)

n=0

per cui il problema é ricondotto alla ricerca dei coefficienti ¢, (t). Sostituendo la (7.7) nella (7.6) si
ha:

+00 too
3~ [ent - 20 00 0) = D a0 T + 3 Vit 0 )

per cui i ¢, (t) soddisfano la relazione:

+oo
D enlt)e™ F (1) hZV Jen(B)e™ F (1)) (78)
n=0

"E in questo caso la carica viene conservata se si moltiplica (7, t) per un campo con Ag = +1 quale ad esempio

P
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e proiettando sullo stato (¢, (t)|:

én(t) = 7 Z Vi () (t)e' 7 (7.9)
n=0

dove naturalmente V,,(¢) é 'elemento di matrice (i, (£)|V (£)|¢n (1))

Si supponga ora di voler calcolare la probabilita di transizione dallo stato iniziale |1,(t)) ad uno
stato finale [1,(t)), questa & data proprio da |ce(t)|%, ricavabile direttamente dall’ultima relazione.
Poiché questa é generalmente difficile da risolvere, si cerca in genere una soluzione approssimata per
cq(t) supponendo che la perturbazione V'(¢) sia di piccola entita e che agisca per un tempo breve. Se
all’istante iniziale il sistema é nello stato ¢, (t) allora deve valere ¢, (0) = d,,, tuttavia se il potenziale
perturbativo V' (¢) soddisfa le condizioni appena citate si pud assumere che per tutta la durata della
perturbazione sia ¢, (t) =~ d,yp, per cui la (7.9) diventa:

 Ep—Eq

~ 1 ’ i—2 t
)= 55 [ V(e =T

7.2.2 Operatore di evoluzione temporale

E gia noto che se un sistema é descritto da una Hamiltoniana Hy indipendente dal tempo, 'operatore
. . ;Mo .,
evoluzione temporale ¢ ¢e~*7 ¢, cioé che vale:

(1)) = e 14(0))

Si supponga ora che I’'Hamiltoniana del sistema sia H = Hy + V (¢). In questo caso, la funzione
d’onda 1 (t) si puo scrivere nella forma (7.7) con i coefficienti ¢, (t) ricavati a partire dalla relazione
(7.8). Si considerino ora le espressioni:

—+oo

F&) =" en(t)|¥n(t)

n=0
—+o0

F() = éal®)lu(t)

n=0

da cui:

—+oo

TR = 3 ealt)e () = [(8))

n=0
—+oo

e—i%tf(t) - Z én(t)e_iE_’{Lth(t»

n=0

Con queste notazioni, la (7.8) diventa formalmente:

. . 1 _
Tt = V(e ()
ih
o in maniera equivalente:
. - Hg . Hg
) = — [ Ve fo)
ovvero, formalmente:

. H H
F(£) = FO)er S < TH VO
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da cui si ricava che ’operatore di evoluzione temporale nel caso considerato é dato da:8

;Ho _,Hg
et SR tv(t)e TR tdt

In linea generale, si possono estendere i limiti di integrazione fra —oo e +00, visto che la perturbazione
si assume limitata nel tempo.

7.2.3 Rappresentazione di Schrodinger, Heisemberg e Dirac

E noto che in uno stato un operatore A ha un valore medio:
(t)

(W) Al(t)) (7.10a)
A(t) = (¥(0)]e’ A~ 7 |(0)) (7.10b)

La rappresentazione (7.10a) ¢ detta rappresentazione di Schrédinger, in essa si assume che il valore
medio di A cambi nel tempo perché ¢ lo stato |¢(t)) che varia nel tempo. Invece, nella rappresen-
tazione (7.10b), detta rappresentazione di Heisemberg, si assume che il valore medio di A cambia
perché é 'operatore stesso che varia nel tempo mentre la funzione d’onda resta quella iniziale.

Una ulteriore rappresentazione, che risultera utile nel seguito, ¢ dovuta a Dirac (detta appunto
rappresentazione di Dirac): in essa si considera ’Hamiltoniana H come somma di quella libera H
e di una Hamiltoniana di interazione H', ovvero H = Hy + H'. In questo caso risulta:

A(D) = (oDl 7 Ae™ 1 aho (1) (7.11)

dove g (t) — ¥(0) se H' = 0.
Nel seguito, per ragioni di convenienza, la componente temporale di un quadrivettore sara indicata
con I'indice 0. In questo modo risulta z,, = (ct, ) e sara adottata la segnatura metrica + — ——.

7.3 Quantizzazione dell’interazione fotone-elettrone

Classicamente, I'interazione di un sistema di cariche con quadricorrente j,, = (e, o¥//c) con un campo

-,

elettromagnetico di potenziale vettore a, = (¢, A) & descritta da:

+oo
H'(t) :e/ Ju (7 ) AP (7, t)dF
0

In elettrodinamica quantistica (d’ora in poi, QED) questa forma viene mantenuta, con la riserva
pero di considerare la quantitd in questa formula come degli operatori la cui forma verra ricavata
qui di seguito. Innanzitutto si osservi che, dato il campo di Dirac ¢ (o qualunque altro campo), le
seguenti quantitd hanno proprieta definite sotto trasformazioni di Lorentz:

Combinazione Tipo di Oggetto
PTyo Scalare
VoY Vettore
VI (Yur — %Y)¥  Quadritensore antisimmetrico del II° ordine
Vivoysy Pseudovettore
W%%% Quadrivettore assiale

80vviamente, questa relazione si riferisce alla sola perturbazione, per la funzione d’onda soluzione dell’equazione
di Schrodinger con H = Ho + V (t) si ha:

. H iﬂQt ,iﬂQt
o(8)) = [(0)) e~ kST < TV (e T
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dove con 75 si indica, secondo la convenzione stabilita, il prodotto delle matrici di Dirac v9y17273-
Si usera nel seguito anche la notazione ¥ = ¥f~,. Detto quindi v questo campo di Dirac, ¢ naturale
costruire il vettore corrente:

j,u = "/_)'Y,u"/)
mediante il quale I'interazione fra fermione e campo elettromagnetico si scrive:
+oo
H'(t)=e (T, )b (7, £) A* (7, t)di (7.12)

0

cioé Pampiezza di probabilita del dato fenomeno ¢ il modulo quadro dell’elemento di matrice fra lo
stato finale e lo stato iniziale dell’operatore:

e~ # JH (W)dt _ —igs [ O(F 1)y (70 A (Fit)d e, (7.13)
I campi coinvolti in questa espressione sono:

Ay = Z [e“(a, k)aa,re” " 4 e (o k)al,keik”u}
a,k

Y= Z {“(@P)bﬂ,_pe_i%m“ + U(ﬁ,p)bﬂ,pei%lu}
B.p

5= 3 [aB. 0+ a(5, —pith e ]
B.p

In questo modo, dalla (7.12) si vede che i processi elementari che possono avvenire in un punto dato
sono otto, e precisamente:

1. distruzione di un fotone e di un e~, creazione di un altro e~ (ab,bT_),

2. distruzione di un fotone, di un e~ e di un e* (ab_by),

3. distruzione di un fotone, creazione di un e~ e di un e* (abtbi),

4. distruzione di un fotone e di un e* e creazione di un altro e* (ab+b3_),
5. distruzione di un e~ creazione di un altro e~ e di un fotone (atb_b'),
6. distruzione di un e~ e di un e*, creazione di un fotone (afb_b,),

7. creazione di un fotone, un et e di un e~ (aTbibi),

8. distruzione di un e%, creazione di un altro e™ e di un fotone (aTbLbJr).

la cui interazione & descritta proprio dalla (7.12) in cui si sono sostituite le espressioni dei campi
date sopra.

Nel seguito si studieranno i precessi di interazione cariche-campo elettromagnetico a diversi ordini
della carica elettrica e, ottenuti sviluppando in serie la forma (7.13):

—+o0

i [ED s EoArEdte, _ N~ € (1)
e "r . h= Z n! \ hic

n=0

n

/ O(F, )y, (7 t) AP (7, t)d

7.3.1 Interazione cariche-campo elettromagnetico al I ordine in e

Al primo ordine in e, Poperatore (7.13) diventa:

i / B, Oyt (, ) AR (7, ) d
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Dei fenomeni possibili, si consideri ad esempio il fenomeno 5): un elettrone di quadrimpulso p; viene
distrutto e al suo posto viene creato un elettrone di quadrimpulso ps e un fotone k. In questo caso
si ha:

/ O(F, ) yuab (7, ) A (7 t)d ey, =

P2 4 t Ply o, " ik o 4
11— T 1—5 T K2 x
R u(/817p1)bB1,—ple " e“(a,k)aa,ke "diry, =

ﬁ(ﬂ2’p2)b}-32,—1?26

—

= ﬁ(ﬂ?7p2)7#u(ﬂ1;p1)€#(047 k)/e%(p2“7pl“+hk“)zud4z,u b,sza—l?zb;gl,—m a’:;,k =

_ D2 D1
= a(fBa, p2)yuu(B, p1)et (o, k) (2m)*6* (T“ - 7” + ku) bT21,p2bT117p1aL,k

dove la presenza della delta (che deriva dall’integrale) porta alla condizione:
plu = p?u + hk,u

che esprime la conservazione del quadrimpulso. Tuttavia, per il processo in esame questa relazione
non puo essere verificate in quanto, se ci si mette per esempio nel sistema di riferimento in quiete ri-
spetto al primo elettrone (dove E; = mc?, p; = 0), I'altro elettrone deve avere una energia maggiore,
il che non puo essere. In altre parole, non é possible che da un elettrone fermo e senza nessuna azione
esterna se ne origine un altro in moto con in pii I’emissione di un fotone. Formalmente, questo si

vede dal fatto che valendo p,pt = E? — ¢?p? = m2ct:

PPkuk” = (1, — p2,) (01" — p2™) = prupr” + pa,pat — 2p1,p2" = mPct + mPct — 2py pot =
=2(m%c* — B1Fy + iy - pa) = 2(m%c* — mc?Ey) = 2mc?(mc? — By) # 0

in quanto E» > mc?, d’altra parte vale k, k/ = |E|2— “C’—j, per cui la condizione nella delta ¢ impossibile
da verificarsi ed il fenomeno fisico descritto non puod avvenire. Si puo ragionare in modo analogo per
gli altri sette fenomeni di interazione, per cui si deduce che nessuno di questi & possibile. Quindi, gli
otto processi elementari descritti non sono realizzabili al primo ordine.

PrODOTTO CRONOLOGICO
Agli ordini successivi di approssimazione della (7.13) compaiono prodotti di operatori che in
generale non commutano fra loro. Al secondo ordine si ha:

e? . -
gt [ Pee b a2 A ()b ) A” ()
sembrerebbe dunque essere presente una certa ambiguita nella definizione dell’operatore (7.13),
tuttavia questa ambiguitda viene completamente rimossa grazie alle seguenti considerazioni. Nello
sviluppo della (7.13), si puo scrivere la potenza n-sima dell’integrale come un integrale di molteplicita
n, cioé:

+o00 )
e~ F [ H (t)dt _ Z (_n_") /m/[H{(t)Hg(t)---H;(t)] dt,dt2 - - - dt,,

n=0

In questo modo, si interpreta un processo all’ordine n come una successione ordinata di n processi
elementari: I'ordine temporale di tale successione fornisce allora I’ordine nel prodotto di opera-
tori (naturalmente, in modo inverso). Cosi, ad esempio, se un processo di ordine n ¢ dato dalla
successione degli n processi descritti rispettivamente da H{(t)H5(t) - - - H},(t), nell’ordine tempora-
le, ad esempio, t3 < t; < to < tp < ... < t,, il prodotto in parentesi si scrive ordinatamen-
te H'(t,)--- H'(tn)H'(t2)H'(t1)H'(t3). Per esplicitare questo ordine cronologico la (7.13) si scrive
formalmente:

Te—# JH (B)dt _ pe—iss [ D0 A" (P H)d s, (7.14)
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7.4 Elettrodinamica Quantistica

7.4.1 Diffusione di due elettroni

Si consideri il processo del II° ordine in cui due elettroni, di impulso rispettivamente p; e ps vengono
diffusi in altri due elettroni di impulso rispettivamente ps e py. Lo stato iniziale del sistema ¢ dunque
|p1, B1, p2, B2), mentre quello finale & |ps, 3, pa, B4). Si deve quindi calcolare I’elemento di matrice:

(p3, B3, P4, Ba| — /1/1 T2) b (x2) AP (22)h (21 )70 (1) AY (21 )d* z1d w2 |py, B, p2, Ba) = A+ B

252 2

dove A e B sono gli elementi di matrice che si riferiscono rispettivamente a:

|p1, B1) distrutto in 2y |ps, B3) creato in xq
|p2, B2) distrutto in xo |p4, B4) creato in xo
|p1,B1) distrutto in 2y N |ps, B3) creato in x4
|p2, B2) distrutto in x4 |pa, Ba) creato in xq

basta quindi calcolare il solo termine A scambiando poi |ps,S3) con |p4, B4) per ottenere B. Per il
termine A gli operatori elettronici presenti sono:

Y(x1) = ulp1, f1)e” 1,61 b(a1) = w(ps, fa)e T bT—ps,Bs
p4T4 T

1/}(.1‘2) = u(pQ’ﬂQ)e_lTb—Pzﬁz ’JJ(‘T ) = ’Ct(p4,ﬁ4) b*P4qﬁ4

Per quello che riguarda i campi fotonici, poiché nel processo non intervengono fotoni ’elemento
di matrice da considerare & (0| A" (x3)A"(x1)|0), dove |0) indica lo stato di vuoto fotonico. Questo
¢ non nullo, ovviamente, solo se il fotone che crea A*(z3) (0 A¥(x1)) viene distrutto da A”(z1) (o
At (x3)). Con questa precisazione, si osservi che vale:

<0|A#(:L'2)AU(:C1)|O> -~ efiszSikml _ efik(mzfml)

ovvero l’elemento di matrice fotonico dipende solo dalla distanza relativa zo — 1. Questo fatto
suggerisce di introdurre il sistema di coordinate:

E=z0—11

8
S
|
=
I

1+ 22 =

2

DN v DO vy

S

I
>
+

mediante le quali si ha:

€2 £ (s ot —
A= —WQ(M,54)%“(192,52)11(173,53)%“(?151)@3,53;?4,54|/eﬁ(p“ P2FPs=PI)T g g

o 2(pa— — £ v
« b1b2b§b1|p1,ﬁ1,p2, 52>T/€ﬁ(ps Pr+p2a=pa)5 (0| AF(€) AY[0)d ¢
dove l’integrale:
/ Rpampetps O qhy — h(2m)45" (pa + ps — p2 — p1)
sancisce la conservazione dell’impulso totale p; + p2 = p3 + p4. Ora, risulta anche:

|p15613p2’ﬁ2> = b]{b;|0>
|P3, B3, p3, Ba) = biE0) = (p3, B3, ps, Ba| = (0[babs

o piu in generale |p;, B, pj, B;) = b}bﬂo) che differiscono dalle precedenti solo per un segno -, cioé
per un fattore di fase comune e irrilevante. Siccome poi vale anche:

(0[b;b]|0) = 1
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consegue:

(p3, B3, Das Balblbabliby|p1, B1, P2, B2) = (0]babsblbabl b1b] bh[0) =

— (0] babl b3bablb}|0) = (0] bsbl babl |0) = 1

Stante la conservazione dell’impulso, rimane ancora da calcolare ’elemento 7' [ e (3 —pi+p2—pa)§ (0] AH(£) AV[0)d€.
Questa ¢ una quantita relativisticamente invariante e precisamente un 4-tensore (simmetrico) dipen-
dente dal quadrivettore ¢ = p; — p3, €sso puod scriversi come:
T [ et raf 0Lr(© 4 0)d% = ¢ () + a0 Gla?)
dove F(¢*) e G(¢?) sono due funzioni da determinarsi dell’invariante g, ¢". Si osservi subito pero che

la suddetta quantitd entra nell’elemento di matrice A moltiplicato per -,, dell’equazione di Dirac
(ovveor v,p¥ = me/h) si ha pertanto:
y y L, mc mc
Tvqd = YwP1 — VwP3 = 5 5 —7 =0

per cui in A il termine ¢*¢”G(¢?) non iterviene. Per il calcolo di F(q?), posto ¢ = (qo,7) e scelto
lasse z || ¢, per cui risulta ¢* = ¢¥ = 0, poiché g** = —1, si ha:

—+o00
P =T / / ¢H1€ (0] A® (€) A* (0)[0) dE dé

Ora, vale:

7:’A”” (§)A”(0) = A*(§)A"(0) se §o >0
T A®(€)A®(0) = A®(0) A" (€) se & < 0

per cui:

+o0 0
2\ eiq& T T & eiq& x T &
)= / / (0] A% () A% (0)]0) dé dE + / / A0 A7(©)]0) de

Poiché, come si & visto, occorre distruggere lo stesso fotone che si é creato, per il calcolo del primo

addendo si ha:
1 c 7 iké 37
_ W —61(067 k)aa,];e dk

/ = Fyal etk
27T w
Si ha dunque:

+oo +oo c +oo . - e NS — -
// zq& (0] A (€) A™(0)|0) déo d§ / / el(qo+|k\)£o/el(q+k)£ d€ déo dic =

3w

-1 74 - 1 )
/o Wquo+|k| W = |q‘1 qo+|k| “Hot

Procedendo analogamente e scambiando opportunamente A% (§) e A%(0) si trova:

/ / N £11€ (0] A7 (0) A7 (£)[0) dép dE = ~——
0 ‘TQO - |‘ﬂ

per cui in definitiva:

(11N g la-g—ld_ 1
(@) Iq'1<qo+|cﬂ (Jo—|fﬂ) T =
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Oovvero:

Fle?) = =

q

L’elemento di matrice B si ottiene poi da A scambiando p3 con py4, nel fare questo la cosa rilevante
da notare é che:

(p3, B3, s Balblbabliby |py, Br, P2, Ba) = (0[ba babl babl b1b! bY[0) =
~~ ~~

= (0]bababibl]0) = (0] babl bobl [0) = —1
~

Infine, sostituendo tutto si ricava:

.Y - 5 )
+B=1 — |UaVple ————5 U3y U1 — UVl 77— 5 Ua? ul] Pa+p3—p2—D1
¢ he . (p3 —p1)? Y " (Pa —p1)? Y

o anche, essendo g"”vy, = y*:

462

(2m) _ 1 _ _ 1 _
A4 B = is——o— iy wuw“ul — usqumuwum 6(pa +ps —p2 — p1)

b3

7.4.2 Ampiezza di diffusione

Come ¢é noto Yampiezza di probabilitd nella diffusione di due elettroni é data, con riferimento al
paragrafo §7.4.1, da |A+ B|*> = |A]> +|B|* + 2 Re ABT. Si nota subito che compare il quadrato della
funzione delta, che deve essere interpretato come segue:

[6(ps — pi)]* = 6(ps — pi)d(ps — pi) = /ei@f—pi)mé(pf pg)dat =
Vct

= o(ps _pi)/eioz dzt = 6(ps —Pi)/d$4 = 6(py _pi)W

dove V; ¢ il volume quadridimensionale. Si ha dunque:

|A|? N B 5 Re ABY

(27 B 1
(ps —p1)*  (pa—p1)*  (ps —p1)?(pa—p1)? | 4

2 2
|A+B[* = — <e—) 8(pa+p3—p2—p1)Vet [

he
dove si & posto:

A = w(pa)yuu(p2)u(ps)y u(p:)
B = u(p3)yuu(p2)i(pa)y u(pr)

1l fattore 1/4 nel termine |A + B |2 ¢ dovuto al fatto che, per semplicitd, 'ampiezza di diffusione si
intende eseguita su una media degli stati di spin degli elettroni iniziali e su una somma di quelli
finali e, poiché ci sono due elettroni in gioco con spin 1/2, 1/4=1/24+1/2.

Si calcoli |[4]” = AAT. Sorge qui il problema di calcolare il coniugato di w(pi)ypu(p;) = w* (i) yoyuu(p;y)-
E noto che, detti ¥ e 1 due vettori e A una matrice, vale la relazione (v; A;jw;)* = (v;)*(Ai)* (w;)* =
w;-‘AT v}, dove AL- é la matrice hermitiana coniugata di A;;. Da qui si ha dunque:

Ji i

[w* (pi)yoyuu(py)]* = u* ()i rdulp:)

(T 0\ 4 (0 d\_
o=\ —r) T 7T s o) T 7

si verifica facilmente che vale ﬁﬁg = Y0Yu, PEr cui:

Poiché vale:

[u* (i) y0vuu(pi)]T = a(p;)yuu(p:)
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per fare il calcolo di questo prodotto basta quindi leggere lo stesso da destra verso sinistra. Si ha
pertanto:

LA? = AAT = a(pa)y"ulp2) @(ps)vuu(pr)a(pr)vou(ps) a(p2)y"u(ps)

Si consideri per ora solo il termine centrale indicato dalla parentesi. Esplicitando gli indici 4-spinoriali
(u ¢ infatti un 4-spinore e vy & una matrice 4 x 4(%)), esso si scrive come:

(ps) ™ (v)au(p1) pti(p1)° (1) 5u(ps)e

Si consideri ora I'operatore R = u(p)pu(p)?, esso risulta un operatore di proiezione in quanto (au =
1):10

R? = u(p)slu(p)’ulp)slu(p)* = u(p)su(p)* = R

L’operatore Q = (p+ m)/2m, con p = ptvy,, sussistendo ’equazione di Dirac, & anch’esso un
operatore di proiezione:

o Ptmp+m 1

2 ptm _ 4
@ 2m  2m  4m =Q

m

5 (ﬁ2 +m?+ 2mp) =

inoltre vale anche:

51 m B
Of - <p;m ) u(p)pi(p) = u(p)ati(p) = R

questo fra presumere che Q e R possano in fin dei conti essere lo stesso operatore, tanto pit che
entrambi hanno dimensione 2. In pratica, Q proietta sugli stati a energia negativa. Quest’ultima
affermazione non sard qui dimostrata rigorosamente, si assumera tuttavia nel seguito che Q = R.
Con questa posizione si ha allora:

N )
aps)* ()20 (p1) (p1)° (3 )§u(pa)e = 1(ps)* (7, <M>B (1)5u(ps)e =

2m
= 2 (B22) ity = o (25 i (251 -

pr+m_ pst+m|
2m N

=Tr [Vu o Yo

1
= 13 T [PIPS 70 %e + Py e + PE Y Ye) + m* Y|

Ora, é facile mostrare che la traccia di una qualsiasi matrice v e di qualsiasi prodotto di 3 matrici
~ é nullo."". Sfruttando poi I'identita:

1/+ v v~ v v~ v
,Y#VV:'Y;/Y 2'77u+7;/y 2’Y’YM:9;W+/7H,Y 277}1 (7‘15)

insieme al fatto che la traccia ¢ invariante per permutazioni cicliche:
Tr AB =Tr BA = Tr[A,B] =0
e infine che TrI; = 4,'2 si ha:

Ty = 49 (7.16)

98i ricordi comunque che si & sommato sugli spin.

10per semplicita si usa qui il sistema di unita in cui ¢ = i = 1, in questo sistema ’equazione di Dirac si scrive
(P v)au(p)s = 1(p)a-

n generale, il prodotto di (2n + 1) matrici v ha traccia nulla.

128 osservi che la traccia non si esegue sugli indici u,v di quadritensore ma su quelli «, 8 di 4-spinorialita.
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Si ha ancora:

YuYp Vv Vo = (29up - 'Yp'yM)'yu'YU =
= 29upM Yo = Vo (29 — W)Yo =
= 209,p VYo — 29 Yp Vo + 'Yp'YV(Qg;m - 707#)

e dunque:
Tr v YoV Yo = 2900 Tt VYo — 2010 Tr Yoy — Tr Yoo Yo Yy

poiché la traccia ¢ ciclica Trv,%, Y7, = Tr v,7p 770, € dalla (7.15) si ricava:

2T YooV = 29updGve — 29uAdpe + 2Gucigo
ovvero:
Tr .70 Yo = 4 (GupGve — Guv9po + Guogpv) (7.17)
quindi:
a(ps)yuu(pr)i(p1)yu(ps) = 4%”2 [4P1D8 (9upGve — GuvGpo + Guogpw) + 4mgu] =
1

= G + —3 [P1,03, — GuDiD3, +P1,P3,] =
1
= G + —3 [P1,.P3, + P1,P3, — Guwb1 - D3]

Procedendo analogamente si arriva alla:
2 1 1 he v S
A" = | g + W(I’l#mu +P1,P3, — GuwvP1  P3)| |Guw + W(m p4” + p2"pst — guup2 - p2)
e poiché guuglw =4 (guu = guy):
A1 = 4
e scambiando l’indice 3 con l'indice 4 si ricava ancora:
BI* =4

Rimane quindi da calcolare il termine:

2 2
— —5 (P2 -pa+p1-p3) + —5(p1 - p2ps - pa+p1-p3p2 - pa)
™m m

2 2
— —5(p2 - p3 +p1-p1) + —5(p1 - P2pa - p3 + p1 - pap2 - p3)
™m ™m

ABY = a(p3)v,u(pr)a(pa)y" u(p2)u(p2)vou(ps)a(p1)y” (p1) =

1 N . . v
= Tomi Tr(p2 + m)v, (p3 +m) v (p1 +m)y” (pa +m)y"

Per il termine evidenziato si ha:

Yu(B1 + M)y (Pa +m)y* = vubry" Pay™ + m(Vupr1y’ V" + vy Pay™) + mPyy Y =
= D104, (VYA YA A mpa, (A YPA) + Pyt At
ora, risulta:
WA = (29 = M) = 29" =AY = =297
ancora.
VY Ve =y’ (297 — AHYP) = 290y — A (297F — Ay )N =

7.18
= 29P9Y + 29"P = 4g"¥ (7.18)
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infine:
YWY =7 (2977 = 0) = 297 =y (297 = M) =
= 2977 = 29797 9P + (297 — ATV =
= 297979 = 2977 P = 297 yP = 290" — 4g¥yP =
= 297(=29"" +7977") = 2¢°v"+°

(7.19)

che sostituite forniscono:

Yu (1 + m)V” (Pa + M)V = —2p16pap ¥’V Y + Amp1og”T + dmpa,g”’ — 2mPyY =
= —2p1oP1p7"7"Y7 +4m(py + pf) — 2m*y”
Notando ora che:
Py =177 = p1pg" " = Ap1pg”” = Ap]

si ricava che v, (p1 + m)y” (Pa + m)y* = —2pay"p1 + m(p1y” + pay”) — 2m2y”. Da questa relazione
discende:

A =

1
16m?2

Tr(p2 + m) (Vb3 + my) [—2047"H1 + m(Pr1y” + pay”) — 2m>y"] =

1 ~ A A VoA N A A v
= Tom? Tr(po + m) [=2v,P3Pa"P1 + MY, Dsp1y” + my,Papay”+
—2m®y,P3y” — 2mYupay’ 1 + mPup1y” + mPypay” — 2mPy," ]

Dalle relazioni (7.18) e (7.19) si ricava subito:

Ywpy” = —2p
YpiDjy” = 4pi - p;
mentre dalla relazione:
WY’V =’ (2977 —7Y") = 29797 — 49”7
si ricava:
YWwpiv P = 2p; - pi — 4p; - pi

Sostituendo nella relazione di sopra si ricava:

1
16m

AB" =

5 Tr(pa+m) [—8ps - pap1 +m (ps - p1 + ps - pa — 4p1pa + 8p1 - pa) + 2m* (2p3 — p1 — pa) — 8m”]
non riscrivendo i termini che hanno un angolo tra le matrici -, che hanno traccia nulla:
B =
16m?

e dalle relazioni (7.16) et (7.17):

Tr(po+m) [—8P2ps - pap1 + m? (4pops — 2pap1 — 2PaPa + p3 - p1 + p3 - Pa — AP1Pa + 8p1 - pa) — Smﬂ

1
16m?2

AB" = [—32p3 - pap2 - p1 +m? (16p1 - p3 — 8p2 - p1 — 8pa - pa
+4ps - p1 + 4ps - pa — 16p1 - pa + 32p1 - pa) — 32m*]

ovvero:

1 1 2
AETZ—Q-FW (p2 - ps3 +p1'p4)—1(p2+p4)(2p2—173) — b3 Pap2- P

Si osservi che ABT & reale, per cui Pampiezza di diffusione ¢ 2 Re ABT = 24BT.
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7.4.3 Dipendenza dall’angolo di diffusione

Nella diffusione di due elettroni si supponga che le particelle siano dirette come indicato in figura.

b3

p ¢ P2

e

pl:(E70507p> ng(E,pSine,(),pCOS@)
p2 = (E,0,0,—p) py = (E,—psinf, 0, —pcosh)

Si ha quindi:

Si nota subito che lo scambio di ps con ps equivale allo scambio di 6 con 6 + 7. Si ha subito che
(ps —p1) = (0,psind,0,p(cosd — 1)) e quindi:
(p3 — p1)? = p*(sin® @ + 1 4 cos? @ — 2 cos ) = 2p*(1 — cos f) = 4p*sin®(0/2)
(ps — p1)* = 4p* cos*(0/2)
p1-p3 =p2-ps=E? —p?cosh
p1-p2=ps-ps=E>+p’
p1-pa=p2-p3 = E* 4 p?cosd
p1+ps = (2E,—psiné, 0, p(1 — cosh))
2p2 —P3 = (Ea _pSin 93 0) _p(2 + cos 9))
ovvero:
(p1 + pa) - (2p2 — p3) = 2E% — p*(sin® O — 2 — cos O — cos? §) = 2E% + p?(cos(26) + cos O + 2)
ponendo ora (in unitd naturali ¢ = 1): v = p/FE, si ricava:
A7 1

E? E*
= 1— —(1—v*cosf ‘(1 ?0) + 20°(1 0) +2
s —p1)*  AE* ot s (6,2) [ mg( v?cosf) + i (v*(1 + cos® 6) + 20°(1 + cos §) + 2)

B = 1 1 E21 2 cosf —4 41 20) + 203%(1 0) + 2
(pa —p1)* o 4E4v* cos*(0/2) B W( +v7cos ) + 2m4 (U (1 + cos” ) + 2v"(1 — cos ) + )
AB1 1 E*( , 3\ 2! -
= 1+ = 20)+2)— 2 )+ =1
(p3 —p1)%2(pa —p1)?  2E%*sin6 [ + m2 <(U (cos(26) +2) 4> + m4 (1+27)

7.4.4 Forma generale dell’ampiezza di diffusione

Nei processi di diffusione, la probabilita di transizione da uno stato (i| a uno stato {f| si puo scrivere
nella forma (in unitd naturali i =c=1):

|sz'|2 = (2m)*6™ (p; *pz')|Tfi|2Vt

dove la 6 assicura la conservazione del quadrimpulso e Ty; € Pampiezza di diffusione che nel caso

di due elettroni, per esempio, assume la forma (mﬂly + (mgl)?' La probabilita di transizione
nell’'unitd di tempo & data dalla forma:

Wy = (27T)45(4)(pf *pi)|sz'|2V

Consideriamo per ora il decadimento di una particella di impulso p; in due corpi di impulso py e
ps. Allora risulta p; = p1 e py = p2+p3. Come € noto, il numero di stati nell’elemento di volume dello
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spazio delle fasi d37d3pod®ps ¢ dato da V2d37d®ps3/(2m)3. La probabilita di transizione nell’unita di
tempo ad uno di questi stato é:

2 V2T
(2m)?

le funzioni d’onda utilizzate per calcolare gli elementi di matrice T; devono essere normalizzate in
modo tale che nel volume V ci sia una sola particella. Cosi, se per ’elettrone si considera la funzione
¥ = ue T (ulu = 1) e per il fotone A = VA1 e e (ee* = —1, & k = 0), si pud vedere che
per ciascuna particella la funzione d’onda deve essere moltiplicata per il fattore di normalizzazione
1/+/2¢;V, dove ¢; é ’energia della particella considerata. Questi fattori possono essere resi espliciti
ponendo nel caso in esame:

dW = (2m)*6™ (py — pi)| Tyl

1
Te = M
fi \/2€1V\/252V\/253V fi
mediante la quale si ha:
M3, d*pad®p3
AW = ———0(p3 + p3)d(e2 + €3 — m)——— 7.20
3972m, (P2 +p3)d(e2 + €3 —m) e ( )
Integrando per esempio in d3p3 si elimina la prima funzione §, ponendo poi P = —p3 — |p2| =

|ps| = p rimane la sola integrazione in d®ps = p3dp2dQ2. Poiché p3 = p e p? = £? —m? differenziando
si ha 2p;dp; = 2¢e;de;, da cui:
deg = p—zdpz dez = @dps
€9 €3

e siccome vale ps = ps3, sommando si ha:

1 1 €
d(€2 + 53) = <— + —> pgdpg épgdpg = 2°3 d(EQ + 63)
Eo €3 €2+ €3
da cui: 20 0
B L ey + £3)d0
€2€3 €2+ €3

che sostituita nella (7.20) fornisce:

2

dW = |MJ%1| 0(ea +e3—m)
32m2m €2+e€3

d(EQ + Eg)dQ

Integrando infine in d(es + £3) scompare anche ’altra funzione § e ponendo &3 + 3 = m si ha:
2

| M7,

3272m

AW = pdQ

Considerando ora la diffusione di due elettroni di quadrimpulso iniziale p1,ps e quadrimpulso
finale p3,p3 la probabilitA di transizione si scrive:

M VIPpdiiy
V?41651€2€3€4 (2m)8

dW = (2m)*6(p3 + pa — p1 — p2)

In questi processi, tuttavia, interessa la sezione d’urto differenziale, la quale si ottiene a partire
da dW dividendo per il flusso relativo delle particelle incidenti:

vitvy 1 (|ﬁl| |ﬁ2|) _2p

j: =

4 Vieis &) VE
dove v; = p;/E; & la velocita nel sistema di riferimento del laboratorio e nel quale si ha pj = —ps,
€1 = e = E. Si ha dunque:
IME[* 1 B A’
do = — —0(ps + Pa)d —2F)———
g 6472 E?2p (P +Pa)o(es + e4 ) €364
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e procedendo come sopra si arriva alla forma:

2
:Wﬁigﬂm
64m2 E2 2p 2F

OVVero:

(M3 1
do = —
6472 AE?

7.4.5 Sezione d’urto dell’effetto Compton

Si consideri la diffusione di un fotone su di un elettrone (h =c¢ = 1):

k1

ko
La conservazione del quadrimpulso si scrive:
k1 +p1 =ko+po
dove nel sistema di riferimenti di quiete dell’elettrone iniziale vale:
k1 = (w,0,0,w) ke = (w',w’sin6,0,w’ cos )
p1 = (m,0,0,0) p2 = (E,—psin®’,0,pcosb)

e la conservazione dell’'impulso diventa cosi:
w+m=uw +FE
0=w'sin® — psind’
w=wcos® + pcost’
L’invariante m? = E? — p? = p?(sin® 6’ + cos? @) si scrive allora (sostituendo le precedenti):

m? = (w+m—w)? —p?sin?0’ — p?cos’ ¢’
% = 1 4+ 4+ 7+ 2w — 2w’ — 2mw’ — W2 SIZ 0 — W — w2052 0 + 2w’ cos b

0=2m(w—w) —2ww' (1 —cosb)

m(%—é)zﬂ—w%)

da cui, sostituendo A = 27 /w, si ricava:

2
A=N= —W(l — cos )
m

e esplicitando le A e ¢:
h
A—XN =27—(1 —cosf)
mc
1l processo di diffusione i, + €, — Y, + €, & descritto da:
2

Sy = *62 <1€2p2|T/l/j(xz)%l/f(xz)A”(xz)l/;(fEl)’Yxﬂ/)(im)A”($1)d4$1d4$2|k1p1>

dove sono possibili i seguenti due casi:
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A distruzione fotone iniziale in x5  distruzione elettrone iniziale in x»

distruzione fotone finale in z; distruzione elettrone finale in z;
B distruzione fotone iniziale in x5  distruzione elettrone iniziale in z;
distruzione fotone finale in z; distruzione elettrone finale in x5

Ovviamente, la creazione o distruzione in uno stesso punto (x; o x2) di elettroni insieme con un
fotone annulla S¢; e quindi non é possibile. Per il caso A occorre considerare:

Al (22) = aret (ki o )e” *1 2 W(xa) = byu(py, By )e P
A (x1) = a;e*”(kg,ag)e_ik?m 1/71(1'1) _ bQU(pg,Bg)e_im‘ll

scrivendo |kip1) = aIbJ“O) e (kapa| = (0]azbs, la parte operazionale per to >t é:

(0]agbath(x2)byarblep (21 )alalbl|0) = (0|bath (22 )bibleb (21 )bl [0) =
= (0[b2th(2)ba(21)[0) =
= — (0 (z2)(21)]0)

mentre per t1 > to €:

(Olazbobls (1) ade(x2)braralb]|0) = (0[bableb(w1)ih(w2)b1b]|0) =

= <O|7/)(ZE1)¢(=T2)|O>

si puod quindi definire per compattezza il seguente prodotto cronologico:

- _ Oftp(z1)p(x2)[0)  t1 >t
T<0|7/’($1)7/)($2)|0> = _
—(0]t(x2)(x1)|0) ta2 >ty

e, notando che puo dipendere solo da x1 — x2, porre:

D(z1 — a2) = T{0[¢)(z1) 4 (22)]0)

e quindi introdurre definitvamente le nuove variabili { = 2o — 21 e x = 422 Si ha quindi,

riprendendo la notazione precedente:
A= /ﬂ(pg)'yl,D(zl — o) yuu(pr)e” (ko)et (ky e Proze ik mzeipragikam gl ghy, —
= a(p2) / D(§)e P hitpatha)s dien u(py e (ky)et (k1) / e lmmhpa i)y gty =

= (2m)*6™W (ps + k2 — p1 — k1)u(pa2) / D(&)e " PHEIR gt (ky)e (k)

per il calcolo dell’integrale in &, ponendo (ky + p1)§ = (7p)3(k) + ph) e osservando che (k; +
p1)PeEktr) — jgre—i€(k1tr1) yale:

(i 1) [ DiEe 0 M8t =i, [ TOI(-FO0)0re e
e integrando per parti si ha:
(/;,1 _’_ﬁl)/D(é-)efi(Pl*i’kl)Edﬁlg _ i’yp/5p<0|¢(—§)1ﬁ(0)|0)eii§(k1+p1)d4§

Per la definizione di T', quando si esegue la derivata del prodotto cronologico bisogna stare attenti
quando & = 0, perché per questo valore T4 (—¢£)1(0) ha una discontinuita di prima specie (assume
due valori distinti). Ricordando che:

0

5(§t) = 8_&0(&)
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si puod scrivere:
0
"

per cui, sostituendo sopra:

TY(~€)(0) = T~ (~£)i(0) +6<@>{[T¢<—£>w<o> —[M(—W(e)}&_o}

Jercor

A= T/<0|"7p5’3¢(€)1@(0)|0>€_i(k1+p1)§d4§—i%/— [$(0)4(—€,07) 4+ 1h(—&,01)h(0)] (&) Frtregic

Per P'equazione di Dirac —iv,0°9(—§) = my(—¢) e ricordando inoltre che {1(0), (&)} =
3(&) = {¥7(0),9(=)} = ()0 si ha:

A=m / T(0]i7,0° (€)P(0)]0)e ~ FHPIELE + iy / 3(£)8(&)e " rtrIeale
—m [ 200}, 00 d(0)0)e Pt 4 i1
si ha dunque che D(£) soddisfa ’equazione:
(ky + p1 — m)/D(é)efi(kﬁpl)EdLlE =i

per cui é:
i o ki+pi+m
D& e~ Fitp1)€ gde — 4
[ pe© E= i o
e sostituendo si ottiene:
k1 + p1+m "
(kl +p1)2 — mQ'Yu

A = a(p2)yi (p1)e™ (k2 )e” (k1)
E facile vedere per calcolo diretto che il termine B si pud ottenere dalla forma di A per scambio di
k1 <> —ko e 'ampiezza di diffusione & simmetrica in tale scambio, si ha quindi:
]31 - ]%2 +m *U o
(p1 — k2)? — mQV"u(pl)e (ky)e” (k2)

e  pi+ki4+m
A+B = u(p2)vi (k1 +p1)? — 2
dove si ¢ anche sfruttato il fatto che e*(—k) = e(k).

Calcoliamo ora [,/er,Bf|2 = [,A/|2 + [,Bf|2 +2Re ABT. Per il seguito é comodo notare che p; + ky =
p2 + ko e che (k1 +p1)?2 —m? = k% + p? +2ky - p1 —m? =0+ m? + 2k; - p1 — m? = 2k; - p1. Si ha:

(p1)e™” (k2)et (k1)+u(p2)v,i

P14k +m

- - 1)u(pr
H Yp ks -

JAI? = a(p2)i %1 - p1 You(p2)e™ (k2)e (ki1)e? (k2)e*” (k1)

Si consideri, per esempio, T¥? = e*”(ky)e” (k2) (e analogamente T5" = e*P(ki)e*(ky1)). Fissato
I’asse z in direzione Eg, le due polarizzazioni possibile del fotone sono lungo « e y, per cui é 747 =
0y0y + 0589 . si vuole far vedere che se a questo si aggiunge il termine 6567 + 6§67, in modo che
TY? = ¢g¥?, ampiezza di diffusione non cambia. In altre parole si dimostrera, in generale, che se
Ty — 157 + k5x° + k9 x¥ ampiezza di diffusione resta invariata e piti particolarmente che:

_ .]31+i€1+m A _ _131—];:2+m R
ks u(pQ)'YuZi'Y,uu(pQ)e#(ké) + U(I’Q)'Yuli'mu(pl)eﬂ(kl) =0
2p1 - k1 —2p1 - k2
da notare che gli indici p e v sono muti (si procedera in maniera analoga per T{*). Poiché vale
P14+ k1 = pa + ko, da cui 2p1 - ko = p1 - ko, si ha:

, e pothke+m ) . PL—ka+m .
kyl...]= u(p2)]<321p72 2 Yuu(pz)et (ko) + u(p2)7#1p71 2 kou(py)ét (k1) = (7.21)
2p2 . /{32 —2])1 . kQ
_ ~ pat+m . i . pr+m - .
= a(p2)kai 2 (o)t (kz) + a(pa)ypi o hryu(py)e (k1) (7.22)
2])2 . kQ —2p1 . 1{32
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essendo kaky = |l<:2|2 = 0. Siccome poi vale 12:2]32 = 2ps-ko *]32];32, 1311%1 =2p1-k 712:1131 (dalla v#~¥ +
YYy* = 2¢g"") e considerando che per I’equazione di Dirac [a(p2)p2]ke = @(p2)mks e kalu(p1)p1] =
kamii(py), si ha:

] = )i 2 () (k) — )i u(pn ) () =0

che é quanto volevamo dimostrare. Poiché la scelta della x é arbitraria, resta da vedere se & possibile
sceglierla in modo tale che k¥x? + kSx” = 8587 — 6585 . Risulta evidentemente y! = x? = 0, per
v =0 =0 invece & k§x° + kIx? = —1, ovvero x* = —1/2k9. Per v = 0 = 3 vale k3x® + k3x> = 1,
ovvero x3 = 1/2k3. Per v = 3 e 0 = 0 vale k3x" + k9x® = 0 che & automaticamente soddisfatta visto
che vale k9 = k3 (vale infatti k2 = (w,0,0,w)). Con questa scelta di x si ha dunque T4 = ¢g*° e
analogamente T/" = gPr.13

Si ha cosi: A
ybr+ki+m

Yuu(pr)u(p)y T 7 u(p2)

ovvero, essendo la traccia ciclica:

A2 =T P2 t+m PL+ki+m " p2t+m e p1+ki+m v _
om ) "\ 2p1 -k “\ om oo k1 )

1 . A
. N k/, A (A k vin y
T6mZ(pr Tor )2 Tr(p1 + k1 +m)yu(pr +m)y" (P + k1 +m)y” (P2 +m)y

Siccoma vale anche:
Yu(P1 + M)V = p1p YY"+ myyt = —2p1,0” + dm = —2p1 +4m
e analogamente:
Yo (P2 +m)y” = —2pg + 4m

si ha:

1 . - . . - .
A1? = 2 (o1 Tr)? Tr(p1 + k1 +m)(p1 — 2m)(p1 + k1 +m) (P2 — 2m)

Dalla relazione:

(b1 + k1 +m)(P2 — 2m) = (P2 + ko + m) (P2 — 2m) = (P2 + k2)p2 — m(P2 + k2) — 2m>
(b1 + k1 +m)(p1 — 2m) = (p1 + k1 +m)(B1 — 2m) = (b1 + k1)p1 — m(p1 + k1) — 2m?

e non scrivendo i termini in 0 fra due matrici gamma (che hanno traccia nulla), si ricava:

AP :

TAm2(py - k)?
—m? [2(131 + k1) (P1 + P2) — (1 + 2k2) (p1 + 21;1)} + 4m4} }

{Tr {(}31 + e )po(p1 + k1 )p1+

Dalle (7.16) e (7.16) si deduce che (& = a,7"):
Trab=4a-b
Trabéed = 4 [(a-b)(c-d) + (a-d)(b-c) — (a-b)(a-d)]

e poiché Trl = 4:

L/(|2

1
R ) k) - k) -
4m2(p1-k1)2{ (p1+ k1) - p2(p1 + k1) - pr+

—m® [2(p1 + k1) - (p1 + p2) — (p2 + 2k2) - (p1 + 2k1)] + 4m*}

13Si puo vedere che I’arbitrarieta nella scelta TV — TV + kVx® + k®x” ¢ direttamente legata all’invarianza di
gauge per il potenziale in fisica classica.
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e tenendo presente che p? = p2 =m? e k¥ = k3 = 0:

A1* = prosr {M+M+W+ 2(p1 + k1) (p2 - )+
fm—mﬂm — 202p1T P2 — 2m7py - kit
— 2m%prF1 + m2pr s + 2mPps - by + 2mpy - ky + AmPhy ko + 4m4}
OvVVvero:

2 1 2 4
=———2(p1-k -k 2 k1 —p1-k ko + 2k - k 2
& 4m?(py - k1)? [ (p1-k1)(p2 - k1) +2m=(pa - k1 — p1- k1 +p1 - ko + 2Ky - k) + m]

1 termine |B|” si ottiene da |A4]® scambiando ki con —ko:

B = —

(1 Fa)? [—2(p1 - k2)(p2 - k2) + 2m*(—pa - ko + p1 - ko — p1 - k1 + 2k - ko) + 2m*]

Occore infine calcolare AB'. Mediando sugli spin iniziali e sommando su quelli finali:

. p1+ ko +m _ pr—katm
ABY = a(p2)yu =y (p1)i(p1 )y

e — Vu _— =
2p1 - ko —2p1 - ko 7 (p2)

4
Si ha quindi:

1 P+ ke +m p1+m P — k2 +m P2 +m
T — 2Ty M v —
AB' =4 7"( 21 - ko )7”( om )7 ( “op1 ke )\ om

1 1 . .
= -T D k ” 2 E(hy — k [N
16m2(p1 - k1) (p1 - ko) 4 r [M(pl + k2 +m)y (pr + m)y* (pr — k2 +m)y" (P2 + m)}

Siccome si ha:

V(P + ko + m)y, (pr + m)yH =

= (p1 + k) DTV + mpr 4+ k1) 0™ + mpT e + mi et =
= —2(p1 + k1)’ o7 + 4m(pr + k1) g + 4mp{ guo — 2m*y, =

= —2p17 (p1 + k1) + 4m(2p1, + 2k1, — 2m3,

(h1 — k2 +m)y (b2 +m) = (b1 — ko) B2+ m [(ﬁl — ka)v” + 7”152} +m>y”
sostituendo si ricava:

AB" =

—1
16m?2(p; - k1)(p1 - k2)

+4m®(2p1, + ki1,)

Tr {*2231%(131 + k1) (1 — k2)v Do — 2m3 P17 (P1 + ki )y +

-

—
)

— ka)v” +vpz}f2mv( kz)7p2f2mvw}

—1 1 . .
- k1) - (pr — k2)p1po + 4m>p1 (pr + k
16m (s T { (p1+ k1) - (D1 2)P1P2 + 4mZp1 (P11 + k1)+
+4m? (jy (2p1+k1)+4m (261 + ka)pa + 4m2(pr — ka)ps — Sm* |
-1

= —8(p1 + k1) - (1 — k2)prpz + 4m? [p1 - (p1 + k2)+
16m2(p1 . kl)(pl . k2) { (pl 1) (pl 2)p1p2 [pl (pl 2)

+(p1 — k2) - (2p1 + k1) + (2p1 + k1) - p2 + (p1 — k2) - p2 — m°] }
in definitiva:
-1
T =
AP 16m2(p; - k1)(p1 - k2)
+m? [m? + (k1 — k2) - (2p1 + p2) + p1 - p2 — k1 - ko] }

{2p1 - p2[p1- (k2 — k1) + k1 - ko] +
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7.4.6 Diffusione positrone-elettrone

Si consideri ora. il processo e™ +e~ — eT +¢e7, dove gli elettroni e positroni iniziali hanno rispettiva-
mente quadrimpulso ¢; e p; e quelli finali g5 e p2. Procedendo come al solito, si possono individuare
i seguenti casi:
A distruzione e in z; creazione et in x»
distruzione e~ in 27 creazione e~ in xo
B distruzione et in x5 creazione et in x4
distruzione e~ in x; creazione e~ in
il primo dei quali & descritto da:

P(x1) = byqri(—qr)e "™ P(z2) = leQU(*‘h)eiq?'“
1/1(1'1) = b_plﬂ(pl)e_ip1‘11 ’LZJ(.’L'Q) — b1p2a(p2)eip2»z2

mentre il secondo si pud ottenere dal primo scambiando —¢; <> po. Si noti che la matrice di diffusione
é antisimmetrica in questo scambio.

A+ B = U(m)wu(*%)WU(*%)%U(*@)WU(}&)V u(p1)
Denotando con Er = pyq, 'ampiezza di diffusione é data da:
2 1 _ _ i ” _
AT = 1 t(p2)yuu( =) (=) u(p)y u(—a)i(—g2) v u(p2) =
T
1 1 R . . y R
= BLT6mt [Tr(p2 = m)yu(m = G2)w] [Tr(p1 + m)y” (m — G1)y"] =
1 9 5
= B [=P2,82, = P2,42, + P2@2Gp + 1G] [=P1,01, — PLoa1, + P101Gu +MPg] =

1
= [2(p1 - p2)(q1 - 42) +2(p1 - 42) (P2 - @1) + 4m* + 2m>(p1 - 1 + p1 - @2)]

e analogamente:

LB{|2 = ﬁ [2(1’1 -q1)(g2 - p2) + 2(p1 - @2) (P2 - q1) +4m* — 2m*(p1 - pa + 1 - Q2)}
e:
AB' = mu(mwﬂu(—fh)u(—m)7“”(1?1)“(1?1)%U(pz)U(—qz)v”U(—ql) =
N E%(m1 p2)? 161714 Te(pr +m) 3w (P2 +m)yu(m = Go)y"(m — Gy =
N E%(Pll— p2)? 16m* Tx(p1 +m) [4m(p2# = 42,) + 2G27P2 — 2m27u] (m—q)y" =

B 1 1
o E%(pl —p2)2 167’714
+2m2(j2’}/#ﬁ2’}/# + 2m2131’y#(j1'y“ + 2m4’y“fyﬂ] =
1 1
= T‘[‘42AA—A — d1(D> — @ — (JoDo> — D10 84—8/\/\ =
F2(pr — pa)? 16m? [4m® [p1 (P2 — G2) — G1(P2 — G2) — G2P2 — P1G1] + 8m” — 8P1Gopaqi]
_ 1
EZ(p1 — p2

Tr [47712131(2?2# — g2, )" — 4AmP (2, — q2,) 1V — 21 Qb2 @i +

1
)2 dm? {=8(p1-@)(p2- @) +4m*[p1- (ps — @2) — 1 (P2 — @2) — @2 - p2 — p1 - qu] + 8m*}

La dipendenza dall’angolo di diffusione si pud vedere mettendosi nel sistema di riferimento del
laboratorio, nel quale é ¢; = E(1,0,0,—0), p1 = E(1,0,0,5), g2 = E(1,—8sin6,0, — cosh), ps =
E(1,Bsinf,0,5cosf) dove E = Er/2.
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7.4.7 Regole di Feynmann per ’elettrodinamica quantistica

Come ¢ noto, la matrice di diffusione per processi di elettrodinamica quantistica ¢ data dalla (7.14),
essa € stata calcolata nei paragrafi precedenti per alcuni fenomeni del secondo ordine. Esiste un
metodo generale dovuto a Richard Feynman che permette di scrivere direttamente questa matrice
per i processi in esame. Innanzitutto si procede a disegnare dei diagrammi che esplicitano visivamente
i vari casi possibili del dato processo (i casi A e B visti precedentemente), e per far questo si opera
nel seguente modo.

I fotoni sono rappresentati da linee ondulate, mentre gli elettroni e i positroni (fermioni) sono
rapppresentati da linee dritte sulle quali si disegna una freccia per distinguere gli uni dagli altri.
Convenzionalmente si fissa un verso per l’elettrone e il verso opposto per il positrone. Tali linee son
poi saldate in un punto detto vertice, gli elementi pit piccoli dei diagrammi hanno quindi la forma:

et

e rappresentano processi elementari: poiché questi non possono avvenire, occore unire almeno due di
questi (processi del secondo ordine). Nei diagrammi di Feynman il tempo procede da sinistra verso
destra: le linee entranti un un vertice (da sinistra verso destra) rappresentano particelle che vengono
distrutte mentre quelle uscenti particelle create.

Disegnati cosi i diagrammi per il processo in esame, la matrice di diffusione so scrive con le
seguenti regole:

distruzione e~ — u(p)

m /J‘
propagatore e~ — fiM

creazione e~ — u(p) p? —m?
distruzione y— — e*(k) rODagatore o —ii
creazione y — e** (k) bropag 7 k2
dist . + (= m+ 1

18 r1‘1z10ne _f u( q) propagatore et — 71¢
creazione eT — u(—q) q* — m?

Nei propagatori, p, ¢, k sono i quadrimpulsi delle particelle che si propagano (virtuali), essi
si calcolano tenendo presente ghe in un vertice la somma dei quadrimpulsi ¢ nulla se presi con
segno positivo se entranti e negativo se uscenti. Infine, la proprieta di simmetria/antisimmetria della
matrice di diffusione sono regolate dalle statistiche di Bose o di Fermi a seconda dei casi.

Faremo ora vedere qualche esempio, tenendo presente che nello scrivere la matrice di diffusione
si incomincia sempre andando in verso opposto alle frecce degli elettroni e positroni.

DIFFUSIONE ¢~ +e~ — e~ +e~

- - e
e e
N N
Y Y
PIAN TN
e e e e
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—e? a(pg)v#u@l)%a(pmm(pz) - a<p4mu<p1)wi—;)za(pgmu(pz)

DIFFUSIONE e~ +7v — e~ + 7

m + (po — k1)
(p2 — k1)2 — m?

m + (]Afz + p2)
(p2 + k2)? — m?

—e? |a(p2)ye™ (ke) (i) e (k1 )u(pr) + w(p2)ye” (k1) (=) e (k2)u(pr)

DIFFUSIONE e~ +et —e™ +et

+
e
€+
_ e qz\ A/CJ2
e
R
Y p1/4 \Ijz
et et e” e~
2 | apa)yot(—g2) — 2 — (g ypu(pr) — 1)) —— 2 a(pa )y u(p)
—e“ |u U(—qy) ————u(— u —u(— u(—qp) —————1u LU
b2)7 a2 1+ q1)2 q1)7pulpP1 a1 )Yu q2 (@1 —q2)? p2)7vuip1

ANNICHILAZIONE DI UNA COPPIA et, e~ IN DUE FOTONI
Tl processo e~ + e — v + v & descritto dai seguenti diagrammi:
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+

NN

T Vo
e

A

Da cui
2 _ E27Q+m — E27Q+m * *U *0 *p
A" = a(—q)v, ks %u(p)U(p)’YaTw’YpU(*q)e (k2)e*” (k1)e*? (k1)e* (kg) =
o kQ (f+m _ y];\:27(j+m “w _
= u(=q) ST You(p)u(p)y oy g u(—q) =
L ke—dtm pim ky—gim m-q
T4 T 2keoqg W om T 2ks-q | T2m M7
1 1

.+ 1 P 4 (i _ M\on 2 _ ool [h _ 4 (i _ 94 2 _ o ] _
= 16m2(k2-q)24Tr [(kzg q)dm — (ko — §)2p + 4m 2mp} [(kzg @)dm — (k2 — §)2¢ + 4m* — 2mg

1 1 . . ) ) .
=~ v |16m3(ky — §) (k2 — §) + 8m3 (ko — §)§ — 4(ke — )Pk — §)G+ =
16m2(ky - q)2 4 [ m* (k2 — §)(k2 — §) +8m* (k2 — §)§ — 4(k2 — @)p(k2 — §)§+

—8m2(ks — §)p + 8m2 (ks — §)q + 16m? + 8m2p(ks — §) — 4m2ﬁ(j}
|
16m2(ks - q)?
16m*(kz — q) - p+ 16m* — 4m’p - q| =

= m [4m® + 4m>(ky — q) - (k2 —p) —m?p - q+ (k2 — q)%p - q — 2(k2 — q) - p(k2 — q)]

16m2 (ko — q)* +16m*(k2 — q) - ¢ — 8(k2 — q) - p(ka — q) - ¢ + 4(k2 — q)*p - ¢+

. . 2
e in maniera analoga per calcolare |B| e:

ko —qg+m ki—qg+m
t_ 2 —(q 1—q
ABY = a( D™ WP~ — =

ifg*(iﬁ*?’n #12:1—(j+m
2k2 - q 2k1 - q

N

You(—q)e™ (k2)e™ (kr)e? (ka)e” (k1) =

= u(—q), Ywu(p)u(p)y Yu(=q)
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